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	Questão 1

A figura mostra uma carga +q uniformemente distribúıda sobre uma esfera isolante de

raio a, localizada no centro de uma casca esférica condutora de raios interno b e externo

c. Sabendo que a casca esférica possui uma carga total −3q, determine:

x

y

c
b

a
+q

(a) (1,0) O vetor campo elétrico ~E(r) nas regiões r < a e a < r < b.

(b) (1,0) O vetor campo elétrico ~E(r) nas regiões b < r < c e r > c;

(c) (0,5) Determine a carga elétrica induzida nas superf́ıcie r = b e r = c.
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�� ��Solução da questão 1

Por simetria, o campo elétrico aponta na direção radial, de forma que ~E = E(r)r̂, sendo

r̂ o versor apontando na direção radial. Escolhendo como superf́ıcie gaussiana uma esfera

concêntrica de raio r, o lado esquerdo da lei de Gauss
∮
~E.~da = qint

ε0
é dado por E.4πr2,

sendo r a distância a partir da origem.

(a) Como na região r < a a carga +q é uniformemente distribúıda, a carga interna qint

é dada por qint = qr3/a3. Portanto, ~E = +qr
4πε0a3

r̂ em r < a. Na região a < r < b

a carga interna qint corresponde a carga total +q. Portanto, ~E = +q
4πε0r2

r̂ na região

a < r < b.

(b) Como o campo elétrico no interior de condutor em equiĺıbrio eletrostático deve ser

nulo, ~E(r) = 0 na região b < r < c. Na região r > c, a carga interna é dada por

qint = +q − 3q = −2q e portanto ~E(r) = −q
2πε0r2

r̂.

(c) Utilizando uma superf́ıcie gaussiana com raio b < r < c e também o fato que E = 0

no interior do condutor, a Lei de Gauss implica que a carga induzida na superf́ıcie

r = b vale qind = −q. Como todo excesso de carga deve se distribuir na superf́ıcie

de um condutor em equiĺıbrio eletrostático e a carga total vale −3q, a carga na

superf́ıcie r = c vale qind = −2q.
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	Questão 2

Um circuito é formado por dois trechos retiĺıneos semi-infinitos e por um trecho circular

de raio a, conforme mostrado na figura abaixo:

x
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z
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(a) (1,5) Usando a lei de Biot-Savart, determine o vetor campo magnético ~B(z) num

ponto P situado ao longo do eixo z > 0 produzido apenas pelos trechos retiĺıneos

do fio.

(b) (1,0) Usando a lei de Biot-Savart, determine o vetor campo magnético ~B(z) num

ponto P situado ao longo do eixo z > 0 produzido apenas pelo trecho circular de

raio a.
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�� ��Solução da questão 2

(a) Considerando o trecho retiĺıneo ao longo do eixo y, ao ponto P situado à distância

z > 0 da origem associamos ao vetor ~r = zk̂ − yĵ para um elemento de corrente

dl̂ = dyĵ. Usando a lei de Biot-Savart, o campo magnético infinitesimal é dado por:

d ~B =
µ0I

4π

d~̀× r̂
r2

=
µ0I

4π

dyz

(z2 + y2)3/2
î.

Integrando a relação acima entre y = a e y =∞, obtemos

~B =
µ0I

4πz

[
1− a

(z2 + a2)1/2

]
î.

Procedendo de forma análoga ao trecho retiĺıneo ao longo do eixo x, o vetor campo

magnético é dado por:

~B =
µ0I

4πz

[
1− a

(z2 + a2)1/2

]
ĵ.

(b) Para o trecho circular, a contribuição de um elemento de corrente dl̂ = −a sin θdθî+

a cos θdθĵ, situado à distância ~r = zk̂ − a cos θî − a sin θĵ do ponto P , o elemento

d ~B é dado por

d ~B =
µ0I

4π

(−a sin θdθî+ a cos θdθĵ)× (zk̂ − a cos θî− a sin θĵ)

(z2 + a2)3/2
.

Integrando a expressão acima entre θ = 0 e θ = π/2, obtemos

~B =
µ0Ia

8π

[
2z(̂i+ ĵ) + aπk̂

(z2 + a2)3/2

]
.
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	Questão 3

A figura abaixo mostra uma barra condutora de comprimento l, deslizando para a es-

querda, com velocidade constante ~v, em contato com um fio, de modo a formar um circuito

de resistência R. Também está ilustrado na figura um campo magnético ~B, constante e

uniforme, saindo da página.

y

xz

B

l R

v

(a) (0,5 ponto) Determine o sentido da corrente induzida no circuito (horário ou anti-

horário), justificando sua resposta.

(b) (1,0 ponto) Calcule a corrente induzida I.

(c) (1,0 ponto) Calcule o vetor força externa ~F que está sendo aplicada na barra de

modo a manter sua velocidade constante.
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�� ��Solução da questão 3

(a) Como o fluxo magnético diminui com o tempo, de acordo com a lei de Lenz o sentido

da corrente induzida será no sentido sentido anti-horário.

(b) O fluxo do campo magnético através do circuito é

Φm = Blx(t) =⇒ E = −dΦm

dt
= −(−Blv) =⇒ I =

|E|
R

=
Blv

R

(c) Levando em conta o balanço de energia e considerando que a energia cinética

da barra é mantida constante (v constante), então a potência fornecida é igual

a potência dissipada no resistor, ou seja,

Fv = E2/R = (Blv)2/R

~F = −(Bl)2v

R
x̂;

Alternativamente, como a barra se move com velocidade constante e a força magnética

atuando sobre a barra vale ~Fmag = (Bl)2v
R

x̂, a força externa deve ter o mesmo módulo,

porém dirigida no sentido −x̂.
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	Questão 4

Um onda eletromagnética propagando-se no vácuo tem o campo elétrico dado por

~E = E0 sen (kyy) cos(kzz − ωt) x̂.

(a) (0,5 ponto) Determine a relação que deve haver entre ky, kz e ω para que o campo

elétrico satisfaça a equação de ondas tridimensional.

(b) (1,0 ponto) A partir da forma diferencial da lei de Faraday determine o campo

magnético associado ao campo elétrico dado.

(c) (1,0 ponto) Determine o vetor de Poynting no instante t = 0 em um ponto com

coordenadas x = 0, y = π
2ky

e z = 0.
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�� ��Solução da questão 4

(a) Substituindo ~E = Ex x̂ na equação de ondas tridimensional obtemos

[
−k2y − k2z

]
Ex = −

(ω
c

)2
Ex =⇒ k2y + k2z =

(ω
c

)2
.

(b) Com ~E = Ex ~ı, temos da lei de Faraday

∂By

∂t
= −∂Ex

∂z
= E0kz sen (kyy) sen(kzz − ωt)

∂Bz

∂t
= +

∂Ex
∂y

= E0ky cos (kyy) cos(kzz − ωt).

Integrando em t,

By = E0

(
kz
ω

)
sen (kyy) cos(kzz − ωt)

Bz = −E0

(
ky
ω

)
cos (kyy) sen(kzz − ωt).

Logo,

~B =

(
E0

ω

)
[kz sen (kyy) cos(kzz − ωt) ŷ − ky cos (kyy) sen(kzz − ωt) ẑ]

(c) Como ~E = Ex x̂ e ~B = By ŷ +Bz ẑ, o vetor de Poynting fica

~S =
1

µ0

~E × ~B =
1

µ0

(−ExBz ŷ + ExBy ẑ)

Em t = 0 no ponto P com coordenadas (0, y = π
2ky
, 0) temos:

~SP =
1

µ0

ExBy ẑ =
E2

0 kz
µ0 ω

ẑ .
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Formulário

~F =
qq′(~r − ~r′)

4πε0|~r − ~r′|3
, ~F = q ~E, ~E =

q(~r − ~r′)
4πε0|~r − ~r′|3

, ~E =
1

4πε0

∫
dq

r2
r̂, V =

q

4πε0|~r − ~r′|
,

V =
1

4πε0

∫
dq

r
, ~E = −~∇V, U =

1

4πε0

∑
i<j

qi qj
rij

, dA = 2πrdr(coordenadas polares)

W = q∆V, VB − VA = −
B∫
A

~E · d~̀, ~E = −~∇V, d ~F = Id~̀× ~B, ~µ = I ~A,

∮
~E · d ~A =

qint
ε0
,

∮
~B · d ~A = 0, d ~B =

µ0I

4π

d~̀× r̂
r2

,

∮
~E · d~̀= − d

dt

∫
~B · d ~A,

E = −dΦm

dt
, Φtotal = Nφespira = LI, Φtotal

21 = N2φespira = M21I1, um =
B2

2µ0

, U =
LI2

2
,∮

~B·d~̀= µ0I+µ0ε0
d

dt

∫
~E·d ~A, I =

∫
~J ·d ~A, ~∇· ~E =

ρ

ε0
, ~∇· ~B = 0, ~∇× ~E = −∂

~B

∂t
,

~∇× ~B = µ0
~J +µ0ε0

∂ ~E

∂t
, ∇2 ~E = µ0ε0

∂2 ~E

∂t2
, ∇2 ~B = µ0ε0

∂2 ~B

∂t2
, c =

1
√
µ0ε0

, E = cB,

~E = Em cos(kx±ωt+φ) ̂, ~B = Bm cos(kx±ωt+φ) k̂, k =
2π

λ
, ω =

2π

T
, k c = ω,

f = 1/T, ~S =
1

µ0

~E × ~B, S = uc, u = ue + um =
ε0E

2

2
+
B2

2µ0

, I =< S >=
EmBm

2µ0

,

< cos2(kx−ωt+φ) >=< sen2(kx−ωt+φ) >= 1/2, < cos(kx−ωt+φ) sen(kx−ωt+φ) >= 0.

∫
dx√
x2 + a2

= ln(x+
√
x2 + a2),

∫
xdx√
x2 + a2

=
√
x2 + a2.∫

dx

(c+ x2)3/2
=

x

c (c+ x2)1/2
,
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