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Equagoes de Euler (para fluido incompressivel nao viscoso em dimensao d = 2)

Equacao da continuidade (densidade constante em dominios):

V-u=0

Conservagao de momento (aproximacao de Bussenesq):

p(u+ (u-Viju)=-Vp+pg
u = (ug,us), u; = u;(t, z,y) campo de velocidade, g = (0, —g) campo gravitacional e p pressao
Modelo Hidrodinamico — Darrieus (1938) e Landau (1944)

Espessura da chama [ desprezivel comparado com as dimensoes de comprimento L do sistema.

Chama modelada por uma curva

y=¢(t,z), 0<x<L
separando o fluido combustivel dos residuos formados por sua queima.
Cada regiao VT e V'~ separada pela curva possui densidade constante

1
pt= T—~ se Yy > ot x)
o

=1 se y < o(t,x)

p:

comvy=1-— iy O combustivel é mais denso antes da queima se 0 < v < 1 e, por estar sobre o

P+
fluido residual, a chama sofre a acao da gravidade. Veremos que a chama é afetada também por
fatores puramente hydrodinamicos (instabilidade de Darrieus—Landau)

Geometria da Curva

Familia de curvas parametrizadas pela variavel x:

{W(tvx) = (x7¢(t7x>>7 0<z< L}tzo
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Vetor tangente a curva

( [’ significa derivada de f com respeito a x)

Vetor normal a curva

L+ (¢)°
obtido pelas equagoes n-n =1, n- T = 0 e sinal tal que aponte em diregao a V.

Curvatura de Gauss )

T4 (¢)

é a constante de proporcionalidade K = K (t,x) na relacao T’ = K n. Note que o vetor tangente
T é normalizado |T| = 1 e, portanto, sua derivada com respeito a = aponta na diregdo normal

¢//

Velocidade normal da chama )
D = 1n- ’.y —= 7¢
1+ (¢/)°

(f significa derivada de f com respeito a t) com respeito ao sistema de referéncia. Adotaremos um
sistema de referéncia no qual a chama plana

o(t,x)=C, 0<ax<L
permanece parada em y =0,1i. e. ¢ =0

Condicoes de Rankine-Hugoniot

Fluxo de massa através da interface:

Fluxo de momento através da interface:
[pu(u-n—D)+pn]f =0

[ f]J_r = f. — f_ é a diferenga do valor da funcao quando se aproxima da curva v por cima e por
baixo

Filtx) =1 f (6,2, 0(t, ) + <)
Condicoes de Impermeabilidade das Paredes do Canal

u(t,0,y) =ui(t,L,y) =0, t>0, —oco<y< o0
¢'(t,0)=¢'(t,L) =0, t>0

a componente transversal da velocidade u; e curva ¢ satisfazem, resp., a condigao 0—Dirichlet e
Neumann na fronteira



Lei Cinematica

(u-n—-D)|, =—ur(1+ LK)

Interpretacao: cada ponto x da chama se propaga na direcao normal com uma velocidade uyp,
corrigida por um fator devido a curvatura K. A velocidade da chama é a velocidade do fluido
combustivel em relacao a frente de propagagao. £ é o comprimento de Markstein.

Lei cinética combinada com o fluxo de massa resulta

wen)” = Ty (1 + LK) 1)
Pressao Reduzida
q=p+pgy
Note que —Vq = —Vp + pg(0,—1) = —Vp + pg elimina o termo gravitacional na equagao de

conservagao de momentos:

p(u+ (u-V)u) =—-Vyq

e satisfaz g
[a]" = [p]T = gloy]" = []” + =9
Chama Plana Estacionaria ¢ =0
_ B (0, —ur) se y>0
) = {0 i) oo

_ qr, se y>0
T, =
ay) {qL—vu%/(l—v)2 se y <0

resolve as equagoes de Euler sujeitas as condigoes de Rankine-Hugoniot juntamente com a lei
cinética

Pequenos Desvios a Chama Plana Seja

u(t,z,y) = u(y)+a’U(t,z,y)

q(t,z,y) = qly)+?Qt, z,y)

uma solucao das equacoes hydrodinamicas de Euler que desvia a? da solucao estaciondria, U =
(U17 U2)
Y9

Hipdteses de escala: o = = < 1, L/a = O(1) (constante de Markestein Ma = L/l = 1 + le/2
-
1no limite v — 0)

T = ot
o(t,x) = —ab (T,%SL’)
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A lei cinética escrita nas quantidades geométricas

;2 (u; —uf¢ — gb) = —up <1 + E#@)
Vi+@) (uf —ufe' = d) = —u (1+ (@) +£d")

tem o lado esquerdo, na ordem dominante,

1 7T2 2 .
(1 + §a2ﬁ @) +o (az)) (—uL + Uy + a6 + o(az))>
e o lado direito

L? al?

resultando em uma equagao a derivadas parciais ndo-linear (em unidades apropriadas)

2 2
—up, (1 +a? #)° — a2E9”>

2uL
1=~

1
0, = las — 502 + Uy

definida no intervalo [0, 7] com condigoes de impermeabilidade nas fronteiras do canal

0,(t,0) = 0,(t,7) = 0

Equacgoes Satisfeitas pelo Desvio (na ordem dominante)

Uy 0U;,
U= 2 g
v ox + dy
p(-V)U=-VQ
com pa = (0, —ur/(1 —=)) é vélida para todo y € R, concluimos

uy, 8U1 8@

1—v 0y o
w o, _ 09
1—v 0y Oy

sujeita, por hipdtese, as condicoes
U]F = 0,i=1,2

QI = 0

sendo o lado esquerdo destas equagoes em y = 0; lim UZ-jE =0, lim Q*=0e
y—too y—Foo

Up(t,0,y) = Ui(t,m,y) =0
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A solucao 6 é da forma
O(t,x) = Oo(t) + Z 0,(t) cosnx

1 [ -
(01),,50 Treais com Oy(t) = —/ O(t,r) dx := 0(t) e expansdes analogas para as fungoes U= (t, z,y)
> 7 Jo

e Q*(t, z,y).

Considere a funcao analitica

e note que

QF(t,x,y) = W(t,2) +W(t z) = % Z 0, (t)e™™ cosnx

n>1

Q (tiw,y) = — (W(t, Z)+ W(t,2)> = _71 Zﬁn(t)e”y coS NT

n>1

satisfaz as condi¢oes de contorno em v e em y = +00

2(1 —
Uf + iUy :-lzéﬁw
L
1— _
Uy +iU; = UVQW—9+m
L

também satisfaz as equacoes correspondentes. Tomando a parte real da primeira equagao

2uL
-7

Uf =0—10

A equagao de Rakib—Sivashinsky
1 _

para o perfil de chama ascendente em canal, sob a acao da gravidade, é valida no regime de fraca

expansao térmica
9L

(1—7)ug
Experimentalmente tem-se v = 0.8, ¢ = 1000 cm/s?>, L = 5 cm e u;, = 500 cm/s, resultando
0 =0.08

0= <1

Separacao de Variaveis

Parametrizando o desvio da chama plana por
U = o(t,z)w(y)
Q = ot 2)r(y)
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com w = (wy, wsy) .
¢(t, ZIZ') — 6st+zkx

obtemos da equacao de continuidade e conservacao de momento, em ordem dominante,
d'wy + gwy, = (tkwy +wh) ¢ =0
] ur I / /
POW — mﬁbw = —(¢'r, ¢r')

que reduzem a

ikwy = —wh
ur, ’ .
pswy — w; = —ikr
1 -~
ur, r /
pSWy — ——wWy = —T

1—

multiplicando a segunda por ¢k e usando a primeira

, u
—pSwy + T—

que ao ser derivada e substituida na terceira, resulta

A solugao em ordem dominante é da forma

waly) = wgfo exp (—ky) se y>0
2 (wyy — c)exp (ky) + cexp ((1 —v)sy/ur) se y <0
devido a condigao lirin ws(y) = 0. Acrescentando, em ordem dominante (veja eq. (1))
y—=oo
[wg]i_ =0
ik ]t = [wh)t = —up— Lk
_ ol _ 1 ~

[MZ =0

+ s —
obtemos wg 5 = w, 5 = wo

1_
2kw0—<k— 7s)c = w2

1—7 ug (1—9)°
(2 — v)skwy — (k: — s) sc = ——— |k -5 )¢
ur, L=~ ur,




e, sob a hipdtese proviséria ¢ < wy

(2 —=7)s + 2kur) wy = u%l T g

Temos ainda, da lei cinética
s = wy,

e a relacao de dispersao estabelecida por Landau (1944) por argumentos dimensionais
s = upkQ(y)
Substituindo estas duas expressoes na equacao acima, temos

Y
2 )2 +20— — =0
2-7) —

Q—L< 1+M—1>:%+0(V2)

cuja raiz positiva

C2—17 1—~

para v pequeno, expressa instabilidade linear de Darrieus-Landau da chama plana de origem
hidrodinamica. Note s < uyk justifica a posteriori a hipdtese ¢ < wy

Operador de Darrieus—Landau A dispersao linear introduz na equacao para o perfil da chama
um termo da forma multiplicagao por |k| = v k? no espago de Fourier

I(e™) = k| ™
(I(¢) = —H(¢') é um operador nao local dado por menos a transformada de Hilbert da derivada)

Acao da Gravidade Quando g # 0, a pressio reduzida difere da pressio. Temos [¢]" = [p]* +

g
1-— fy¢
+ 79
[T]— - 1 —
de onde se deduz N
((2—=7)s+2kuy)wy = u%l — 7k:2 + gk
Pela relagao de dispersao de Landau
g
= upkQ(y, -+
S uL (77 u%k>
2 )2 +20— 9 _

tem solugao positiva dada por

1 Y2—=7) v9(2-7)




Se a acao da gravidade é a instabilidade dominante, entao temos uma relacao de dispersao

19
2UL

para k # 0, mas para k préximo de 0, s = s(k) vai a 0 como vk

Duas Equacoes de Sivashinsky

Equagao de Rakib—Sivashinsky governa o limite de expansdo térmica (y < 1) para o perfil y =
o(t,x), 0 < x < 7 de uma chama ascendente propagando em um canal

1 _
¢t:5¢xx_§¢g2c+¢_¢a

e > 0 proporcional ao comprimento de Markstein £ com condition de contorno (adiabética):
¢ (t,0) = ¢, (t, m) = 0.

Perfis paraboldides centrados no canal sao observados permanecerem “estaveis” por longo tempo e
eventualmente sua ponta desliza para a parede do canal (metaestabilidade)

A equagao de Michelson—Sivashinsky

nao sofre a acao da gravidade mas, devido a instabilidade de Darrieus—Landau
- 1 &
o=o=23 [ coslila =) olt)dy

¢é substituido por

1) (ta) = 2 Yk [ coslble =) olt.)dy

Perfis Estacionarios da Eq. de Rakib—Sivashinsky (RS) Se ¢ é uma solugao da eq. de RS
entao u = ¢, satisfaz
Ut = EUgy — U Uy + U

com condi¢ao de fronteira de Dirichlet u(¢,0) = wu(t,7) = 0. A solugdo ¢ da equagdo original é
dada por

o(t,x) = H(t,x)—/o (0(1) — eb,.(7,0)) dr

ot,x) = / u(t,y) dy
0
Considere o problema de equilibrio

e —vv'+v=0,0<z<7m com v(0)=uv(r)=0



O perfil da chama estaciondria

¢estacionéria(t7 l’) — 19(:(:> —Vt

Vo= -ei(0) = 5

i) = [ o) dy

A solugao de equilibrio é obtida a partir do sistema dinamico: p = v, w = v’

1
/
= “pw—1
W = Tplw-1)
po=w
Integrando
dp Ew 9 1—-w
dw  p(w—1) b €<w w0+n1_w0)

. . 1 . , 27
temos uma familia a um parametro wy, > 0 de Orbitas periddicas. Aquelas com periodo —,

p=1,2,..., estao relacionadas com a solucao de equilibrio tomando sua projecao no eixo p
Estabilidade das Solugoes Estacionarias Substituindo
u(t,z) = v(x) + ((t, )
na equacao para u = ¢,
G = Lv]¢+ (G
Lvl§ = e’ —vg + (1 -)¢
Atuando sobre fungoes £(z) satisfazendo & (02r = ¢(m) =0, L[v] é um operador linear auto-adjunto

com respeito ao produto interno (£,7), = / &(z) n(z) exp <—5_1/ v(y)dy) dx com peso p que
0 0
pemite empregar a teoria de Sturm-Liouville para determinar propriedades sobre o espectro

Para v = vy = 0 as autofungoes de L sao sinkx e coskx, k= 1,2,... Os autovalores sao

L0jcoskz = & (coskx)” + coskz
= (—ek® +1) coska
= M,coskx

Se € > 1, todos autovalores A\, kK = 1,2, ..., sao negativos e a solugao estacionaria correspondente
a uma chama plana é estdvel. Se ¢ < 1 alguns modos normais tornam-se instaveis (A, > 0,
k =1,...,ko) e a solugdo da chama plana é instdvel. Pode—se mostrar que a solugdo v;(x) que
bifurca a partir da solugdo vy em £ = 1 é a tnica solugao estavel para todo ¢ < 1. Esta solucao



corresponde a uma frente semi-parabdlica com a ponta encostada em uma das paredes do canal. A
solucdo estaciondria vy () de perfil parabdlico com o ponto de méximo centrado no canal é instével

Transiente de Quasi—Equilibrio (Metaestabilidade) Perfis de chama de formato de um
paraboléide com méaximo centrado no canal sao observados, experimentalmente e por simulacao
computacional, permanecerem estaveis por um tempo muito longo. Eventualmente a ponta do
paraboldide desliza para a parede.

Solugoes de quasi—equilibrio satisfazem a equagao de RS com um erro exponencialmente pequeno
O( 6—a/e)

m™T—X r m—X
)_‘_EUl(zvga

u®(x) :Uo(x,g, . )+
Uo(a,b,c) = f(a) + g(b) + h(c)

com f uma solucao da equagao nao satisfazendo a condicao de fronteira; g e h corrigem a condigao
em uma estreita faixa proxima a fronteira

f@) = o0
2 —x0x
g(l') = % = 2 (1 — tanh %) = t($0a Zlf)
o 2(m— zo)e~ (TTo) B
h(l’) - 1+ 6—(7r—xo)x - _t(ﬂ- — %o, ZE')

U; tem a mesma forma porém envolve o parametro z;, 0 < x; < 7, arbitrario, escolhido de forma
que u% satisfaca a equacao com um erro menor que £ para qualquer poténcia

Perfis Estacionarios da Eq. de Michelson—Sivashinsky (MS) Se ¢ é uma solugao da eq. de
MS entao u = ¢, satisfaz
Up = EUgy — Uy + (1)

com condigao de fronteira de Dirichlet u(¢,0) = u(t, 7) = 0. Esta equac¢@o admite solugdes da forma

ut,z) =¢ :Z: cot (x_TZ’f(t))

onde os polos z;(t) = z;(t)+y;(t) ocorrem em pares, complexo conjugado um do outro, e satisfazem

o sistema dinamico
Zj:_EZCOt<]2 l)—z’é—q,jzl,...ﬂN
- J

As solucoes de equilibrio tem polos alinhados paralelos ao eixo imaginario. O ntimero de polos em
cada solucao e o numero de alinhamentos depende do parametro . A solucao mais estavel é equela
que alinha o maior nimero possivel de pélos no eixo imagindrio (mono—coalescentes)

Nao se sabe ainda se esta equacao admite solugoes quasi—estacionarias. Ha uma contradicao entre a
dinamica gerada pela integracao numérica da equacao e os teoremas sobre estabilidade das solugoes
coalescentes. O perfil mais estavel é suave e semelhante a uma semi-parabola com o méximo em
uma das paredes. A simulacao periddica indica um comportamento cadtico do perfil. Atribuimos
esta discrepancia a proliferacao de solugoes metaestaveis
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