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Capitulo 1

Introducao aos Circuitos Elétricos

1.1 Introducao

O modelo de Hodgkin-Huxley (HH) ! e seu enorme ntimero de variantes lidam com a dinadmica do
potencial de membrana em células tais como neurénios e cardiacas. O objetivo neste curso nao é
estudar aplicacoes a células especificas nem discutir a biologia por tras destas aplicagoes. Esperamos
que isso seja estudado em outras disciplinas.

O objetivo é tentar entender as bases fisicas do modelo de Hodgkin-Huxley. A idéia central
do modelo é o de descrigao das propriedades elétricas do neurénio. Sem duvida hd um grande
ntimero de diregoes possiveis, tedricas e experimentais, que se podem tomar para discutir neurdénios.
Estamos somente interessados em descrever as propriedades elétricas de um circuito que responde por
véarias das propriedades experimentais de um neurénio. A variedade de modelos quase que nao serd
explorada. Serao discutidos, além do HH, somente os modelos de Fitzhugh-Nagumo e de Morris-Lecar,
simplificac¢oes inspiradas no HH. Modelos mais complexos serao deixados de lado.

Parece desnecessario afirmar que para entender um modelo matematico para a dinamica do po-
tencial de membrana seja necessario entender antes o que é potencial elétrico. Para entender o que
sao correntes idnicas serd necessario saber propriedades sobre correntes elétricas. Para falar de con-
dutancias de canais i6nicos sera necessario estudar as propriedades de circuitos resistivos e saber sobre
capacitancia e indutancia.

Estudaremos a seguir carga, forca e campo elétricos, potenciais, for¢a eletromotriz condutores e
isolantes, corrente, resisténcia (R), lei de Ohm, capacitancia (C) e indutancia (L). Olharemos para
circuitos elétricos: leis de circuitos, circuitos puramente resistivos (circuitos R), circuitos RC, circuitos
RLC.

O problema maior para estudantes de biologia pode ser o tratamento matematico. Usaremos
novamente o computador e veremos que as equagoes para o circuitos RLC com componentes R, L e C
idealizadas (lineares) sdo exatemente as que obtivemos para o sistema de Lotka Volterra linearizado
(sec. 2.2). O estudante deverd ficar animado ao saber que os obstdculos matemdticos que serdo
aqui encontrados ja foram atacados e esperamos que vencidos com a ajuda das simulacoes. Mas
estes modelos nao sao nem o de Lotka Volterra nem o de HH. Precisaremos substituir resisténcias
passivas por modelos de canais i6nicos que mudam suas propriedades de condutancia de acordo com o
estado do sistema. As equagoes ficam muito mais dificies para tratar analiticamente mas a dificuldade
computacional ndo aumenta muito. As técnicas experimentais como wvoltage-clamp serao analizadas
e simuladas. Estes modelos sdo baseados em equagoes diferenciais ordindrias. A maior parte dos
resultados é obtida de forma numérica. Os algoritmos para analise numérico passam por forga por uma
discretizagao do tempo, significando que os modelos matematicos que sao modelados no computador
sao mapas discretos. Nao é portanto tdao importante o fato que apresentaremos as equagoes dos

'Hodgkin, A. L. , and Huxley, A. F. , J. Physiol., 117, 500 (1952). Faga uma busca , e.g. google HH. Veja por exemplo
Essentials of Neural Science and Behavior ou Principles of Neural Science Kandel et al.. Para os interessados na parte
matematica Biophysics of Computation: Information Processing in Single Neurons de C. Koch. Para os interessados
em simulacoeses em grande escala procurem informacoes sobre os simuladores Neuron e GENESIS que sao freeware. O
livto GENESIS de J.M. Bower e D. Beeman, é uma excelente introducao a simulag@o de sistemas neurais.
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circuitos como mapas discretos. Por completeza apresentaremos também as equacoes diferenciais
associadas, mas o estudante que nao se sentir seguro com essas ferramentas nao deve ficar intimidado.
Pode até perceber que se no fundo as duas maneiras nao sao tao diferentes, entdao talvez nao deva
temer a apresentagao do modelo em termo de equagbes diferenciais.

1.2 Eletrodinamica

Uma definicio corrente de um fisico é “aquele que estudou eletrodinidmica no livro do Jackson?”.
Tipicamente esse livro é dado apds trés ou quatro cursos de um semestre de eletromagnetismo e véarios
de célculo. Isto é dito com o objetivo de avisar o estudante que o que segue nao é um curso de
eletrodinamica, mas apenas algumas idéias que permitirao entender o basico de circuitos elétricos
simples.

Todas as manifestagoes fisicas de interacao sao devidas a um nimero pequeno de tipos de interagao.
Quantas? depende da época em que se escreve. No século 19 fenomenos elétricos e magnéticos eram
separados. Hoje nao hé uma separacao entre elétrico e magnético a nao ser como aspectos diferentes
de uma mesma estrutura. No fim do século 19 havia fendmenos eletromagnéticos e gravitacionais
e nada mais. Rapidamente isso mudou com a descoberta da radioatividade e alguns anos depois
com o descobrimento do ntcleo atémico. Interacées chamadas fracas e fortes foram adicionadas
e tudo em fisica passou a ser descrito em termos dessas interacoes. No final da década de 60 as
interagoes fracas e as eletrmagnéticas foram unificadas, assim como antigamente fendmenos elétricos
e magnéticos, no que se chama de eletrofracas. Ha algumas evidéncias tedricas de outras interagoes
nao detectadas experimentalmente e ha esperancas de unificagoes destas e também da gravidade. No
regime de energias importantes para biologia, porém nao ha necessidade de se preocupar com tudo
isto, e tirando problemas estruturais macroscépicos onde a gravitagao pode ser importante, todos os
fenomenos biolégicos e quimicos tem origem eletromagnética. Todos. Vale a pena, portanto gastar
um certo esforgo para entender um pouco uma parte desta teoria que junto com a evolugao natural é
a base para a biologia 3.

1.2.1 Carga e Forga de Coulomb

A histéria dos descobrimentos é interessante porém nao cabe aqui. Ha dois tipos de carga, positivas
e negativas. Cargas iguais se repelem e cargas diferentes se atraem. Atomos (da ordem de alguns
décimos de nanometro ou angstroms 107'%m) tem a maior parte da massa concentrada nos nticleos
de carga positiva (da ordem* de um fermi= 107'®m ). De forma simplificada podemos dizer que o
nicleo é formado de prétons e neutrons. O numero de protons no niucleo é o nimero atémico do
elemento e o nimero total de nicleons (protons + neutrons) é ontimero de massa atémica. A massa
de neutrons e protons é aproximadamente igual ® . O volume do d4tomo é devido aos elétrons que ficam
em volta do nicleo. Um corpo ao perder eletrons fica carregado positivamente e ao ganhar eletrons,
negativamente. A definicao do que é postivo ou negativo é arbitraria: elétrons sao negativos e prétons
positivos.

Uma propriedade importante das cargas é que num sistema isolado a carga total se conserva. Se
numa certa regiao hd um aumento de carga, em outro deve haver uma diminui¢ao. Isto sera importante
para analisar circuitos. Em particular a equagao de HH para a voltagem de membrana nao é mais
que uma consequéncia da conservagao de cargas.

No fim do seculo XIX Coulomb, usando uma balanca de torcao mediu a interagao entre corpos
carregados em repouso e chegou & conclusao que

e a forca é proporcional ao produto das cargas,

e a forgca decai com o inverso do quadrado das distancias,

2Electrodynamics

3Isto ndo é uma provocacio

486 para comparar a razio entre raio do nilcleo e do d4tomo é a mesma entre um centimetro e um kilometro

51 Mol de um elemento é o nimero de Avogadro de dtomos ( 6 1023) ou um niimero de gramas igual ao nimero
atémico
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o que leva a escrever, para a forga sobre a particula 2 exercida pela particula 1:

Fy = kwﬁm (1.1)
T12

onde 712 é a distancia entre as particulas 1 e 2 com carga q; e g2 respectivamente. 715 é um vetor de
magnitude ou médulo igual a um na diregao da linha que junta as duas particulas com sentido de 1
para 2. Se verifica que a forga sobre a particula 1 devido a 2 é dada por F, = —F.

A constante k depende de como definimos o valor numérico da carga elétrica. Usaremos o sistema
chamado MKS, onde as massas sao medidas em kg, as distancias em metros, o tempo em segundos e
as cargas em coulombs. A definicdo do coulomb pode ser dada em termos da carga do elétron, que as
vezes é chamada de carga elementar:

e e=—1.6 1071°C (coulombs)

Coulomb nao sabia da existéncia do elétron que s6 veio a ser introduzido no final do século X1X.

A carga q de um corpo pode ser escrita como o nimero de elétrons a mais ou menos que teria se fosse
neutro, vezes e, a carga elementar:

q=ne (1.2)

note que se n > 0 a carga é negativa (excesso de elétrons).
Experimentalmente se verifica que no vacuo k = 9 10°Nm?/C? 6. Verifique que a equagao 1.1 esta
dimensionalmente balanceada. Normalmente k é escrito como

1
4meg

k= (1.3)
0 que mostra o gosto dos fisicos pelas letras gregas. Porque colocar um 47 na forma da forca? A forca
devida a particula 1 na particula 2 é um vetor que tem magnitude constante sobre esferas centradas
na particula 1. Colocando o 47 aqui, vérias formulas importantes no eletromagnetismo nao terao esse
fator. Parece arbitrario e é. Ha outros sistemas de unidades, favorecidos pelos fisicos tedricos que sao
mais simples. Usamos o sistema MKS 7 pois é o mais comum em laboratérios tanto de fisica quanto
de biologia.

O valor de k depende do meio onde esta a carga, devido a que outras cargas presentes no meio
podem blindar as cargas que estamos considerando. Introduzimos uma grandeza e ( com k = 1/(4me),
que tomaremos constante e uniforme nos meios que consideraremos e que caracteriza de forma feno-
menologica o meio. (falar mais ....7)

O principio da superposicao é verificado experimentalmente e é um dos ingredientes principais da
teoria. O seu significado é que se uma carga a estda parada no ponto 7, na presenca de mais de uma
carga estaciondria, a forga resultante serd a soma (vetorial) das forgas ﬁl de Coulomb devidas a cada

uma das cargas i:
N

Fu=Fi+F+..Fy=>Y F (1.4)
=1

- 4
= ZTC“ (1.5)

ou

1.2.2 Campo Elétrico

Consideremos novamente as cargas no ultimo paragrafo. Notamos que a forca sobre a particula a é
proporcional a carga q,. Podemos escrever

Fiz = QaE (16)

SNo sistema MKS por definicdo k = 10~ 7¢2, onde ¢ €’a velocidade da luz
7SI ou Giorgi modificado
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B,

Ad, A

Figura 1.1: Campo devido a placa plana, uniformemente carregada. Note a simetria, longe da borda,
que leva a cancelamento das componentes transversais. Para cada regido de drea Aa com carga
Agq = oAa hé outra simetricamente colocada que contribui de forma a cancelar as componentes
transversais do campo. Nao hé escala no problema. Neste caso longe e perto de uma placa infinita
nao tem significado: o campo nao depende da distancia da placa. Para cargas positivas o campo
aponta na diregao que se afasta da placa, para negativas aponta na direcao da placa.

ou
- F
E=-% (1.7)
qa
E é chamado de campo elétrico no ponto em que se encontra a carga a. Se fosse colocada qualquer
outra particula b de carga ¢, nesse ponto, poderiamos calcular a forca que agiria sobre ela simplesmente
multiplicando Fj, = g, E. As cargas g, ou ¢, sdo chamadas cargas de prova e elas servem para investigar
uma propriedade desse ponto, devida a presenca das outras N cargas em repouso.
O campo elétrico nesse ponto é a soma dos campos que cada uma das particulas teria gerado se

fosse a tnica:
N

N
E=E +E+.Ex=Y E=kY 24, (1.8)
i=1 i=1 @

que é o mesmo principio da superposicao dado pela equacao 1.4 para as forgas.

O campo elétrico na posigao 7 devido a uma carga pontual ¢ colocada na origem das coordenadas
é dado .

E(f) = k=7 1.9
7 =k4 (1.9

Exemplo: Modelo zero para a membrana

A membrana celular é um sistema que estudaremos nestas notas com crescente quantidade de detalhes.

Para comecar consideramos o que pode ser considerado o modelo zero: uma sistema de duas placas
planas e paralelas que representarao as superficies internas e externas da membrana. Consideremos
sua extensdo muito grande comparada com a distincia d entre elas (figura 2.) e por agora que nao
hé nada entre as placas. Essa regiao na célula nao esta vazia, mas na auséncia de canais, cargas
nao se movem através dela. Por agora é s6 isso que precisamos. As placas estdo carregadas de
forma uniforme, podemos definir a densidade superficial de carga ¢ medida em coulombs por metro
quadrado, e se @ for a carga de uma das placas (superior) e —Q a carga da outra (inferior) e A a drea
das placas entao

o=2 (1.10)
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Figura 1.2: Modelo 0 para membrana: placas paralelas carregadas. Dentro das placas o campo se
soma, fora se cancela.

é a densidade da placa superior e —o da placa inferior.® Estudemos este problema por partes. Consi-
deremos somente uma placa com densidade o. O campo resulta, através do principio da superposicao,
das contribuicoes de todas as cargas distribuidas na placa. Usamos a simetria devida a uniformidade
da densidade de carga. Componentes na direcao horizontal, perpendiculares & direcao vertical y se
cancelam por simetria. O resultado é que o campo elétrico aponta na dire¢ao y, no sentido positivo
acima da placa e no negativo abaixo da placa. Como depende da posicao ou a distancia das placa?
Qual é a intensidade do campo? Destas perguntas a primeira é talvez mais facil. A resposta pode
parecer surprendente: a intensidade do campo nao depende da distancia da placa. Note que nao ha
escalas no problema da placa plana de tamanho infinito. O que significa estar longe de uma placa
infinita? Para definir longe e perto precisamos uma escala. Longe é usado para distancias maio-
res que essa escala e perto para as menores. Nao tem sentido longe e perto pois nada estd a uma
distancia maior que o tamanho da placa infinita. Portanto o campo é de intensidade constante. O
estudante neste ponto ameaga jogar fora estas notas e pegar o livro de vertebrados. Espere. Note
que estamos fazendo o modelo zero, depois colocaremos mais ingredientes. Se nao comegarmos pelo
idealizado e simples ndo conseguiremos entender o complexo ?. Obviamente esta é uma aproximacao
para distancias pequenas comparadas com o tamanho da placa e longe da borda.

A intensidade é outro problema. N&o podemos usar os recursos matematicos necessarios para
calcular a intensidade (cdlculo integral é necessério para levar em conta a contribui¢do de todas as
cargas) , mas podemos usar um pouco de andlise dimensional. O campo deve ter as dimensoes
apropriadas (newtons por coulomb) e deve depender das quantidades disponiveis no problema, @, A
e €. O leitor pode ser convencer olhando para as equagdes (1.1) e (1.9) que a combinagao Q/(Aep)
tem as dimensoes corretas.

Prove que £ = QQ/(Agp) tem dimensodes de campo elétrico (forga/ carga).

Concluimos que o campo deve aumentar proporcionalmente & carga (), diminuir com a area A e
talvez dependa do meio em volta da placa que depende de €. Nao podemos decidir se a intensidade
do campo é £/2 = Q/(24¢), £ = Q/Aeg ou qualquer outro coeficiente com base em consideragoes
dimensionais. A resposta correta é que a intensidade do campo é % Introduzindo § como um vetor

8 A densidade trata a carga como se fosse uma varidvel que pode tomar valores reais (continua) e nio devido a cargas
localizadas em fons ou elétrons. Isto é uma aproximagio que é muito boa para sistemas macroscépicos, mas pode falhar
em sistemas microscépicos levando através de flutuagoes em torno da densidade média a fendmenos interessantes que
podem ser estudados experimentalmente (ruido).

9Uma pergunta importante neste ponto é se o estudante ja viu um circulo? Agora ele joga as notas fora? Um circulo
perfeito? Nunca, no entanto usa essa palavra no cotidiano sem remorsos. O circulo perfeito nunca é visto na natureza.
Mas provavelmente o estudante concordard que é uma idéia 1til. Nao descrevemos a placa de transito dizendo : naquela
placa aproximadamente circular que tem imperfeigdes de tal tipo (descreva exatamente a forma da placa) esta escrito
que nao é permitido estacionar
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sem dimensoes que aponta na direcao de crescimento da coordenada y, podemos escrever o campo
devido a placa carregada positivamente como

- & Q
Ey=—j=—"29 1.11
+ TV T oY ( )
para pontos acima da placa e
- & Q
Ei=——g=——-y 1.12
+ 2Y 24 ( )

para pontos abaixo da placa. O sentido do campo é afastando-se da placa. Veja a figura 1.1.

Coloquemos agora duas placas como mostrado na figura 1.2. Cada uma representa uma das
superficies da membrana no modelo zero. Uma delas é a placa que vimos no paragrafo anterior com
carga @, a outra tem carga —@Q. O campo da segunda placa é quase idéntico ao da primeira, s6 que
agora ele aponta na direcao da placa e tem a mesma intensidade. O principio da superposicao nos
ajuda a calcular o resultado. Dentro das placas os campos se somam. Fora as contribuigoes das duas
placas sao em direcoes opostas e se cancelam.

E=-&j=-=9, (1.13)

para pontos entre as placa (y, <y < yp) e
E =0, (1.14)

para pontos fora das placas (y > y, ou y < yp)-

Um problema analogo: campo gravitacional uniforme

Esta situagao tem alguma semelhanga com o problema de um campo gravitacional uniforme. Claro,
dird o estudante atento, que nao existe um campo assim, mas que por exemplo perto da superficie da
terra pequenas mudancas de posicdo ndo levam a mudancas da aceleracio da gravidade detectéveis'©.
Se verifica que nesse caso existe uma grandeza 1til que é a energia potencial gravitacional.

Suponha que uma particula de massa m caia de y, até y, (com y, > yp). Dizemos que a forga
gravitacional ( —mg na diregao y) realizou trabalho. O corpo teve uma variagdo (aumento) de ener-
gia cinética AK.;, igual ao trabalho realizado pela forga gravitacional. Por outro lado houve uma
mudanca(diminui¢do) da energia potencial AU. A soma da energia cinética e potencial da particula

é constante, a soma das variagoes se anula:
AKem + AU = 0. (1.15)

O trabalho é ' a forca pelo deslocamento

W = A*chzn = Kczn(yb) - Kcin(ya) (116)
= (=mg) (Yo = Ya) = mg(ya — vs) (1.17)
—AU = —(U(y) = U(ya)), (1.18)

ou seja introduzimos a func¢ao energia potencial gravitacional

U(y) = mgy. (1.19)

que depende do campo gravitacional g, da massa m e da altura em relagao a uma origem arbitraria.
Poderiamos mudar a origem do sistema de coordenadas que define y, mas o que interessa sao as
diferengas AU = U, — U, = mg(yy — ya) € isso independe da origem ou de que ponto chamamos y = 0.
Uma vez escolhido, porém, nao deve ser mudado durante um célculo.

10Dada uma precisdo intrumental para medir o campo, é possivel medir distadncias em que o campo é constante para
mudangas nessa escala

1y = J F.di é a forga pelo deslocamento no caso de forga paralela ao deslocamento, deslocamento ao longo de uma
linha reta na diregao do campo.
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Potencial Elétrico

Voltemos ao sistema de placas e cargas. Consideremos o trabalho da forca elétrica ao deslocar uma
carga de teste ¢ 2. Assim como o campo gravitacional, aqui o campo elétrico é constante, de intensi-
dade £ e a forca F= qE = —q&y também. O trabalho realizado pela forca elétrica no deslocamento
da carga de y, até y, é

W = AKin=—¢€Yp — Ya) (1.20)
= ¢€(Ya — W) (1.21)
= _AU=—(Uy—U,), (1.22)

onde a energia potencial elétrica U(y) = ¢y entre as placas. Fora das placas é constante. Introduzimos
agora uma funcdo V(y), o potencial elétrico, que é a energia potencial de uma carga unitdria (se ¢
fosse igual a 1),

Viy) =¢&y (1.23)

Note que a derivada de V' com respeito a y nos permite calcular o campo: E= —%gj. 13O potencial

V também é definido a menos de uma constante arbitraria. O potencial é constante para y < yp
aumenta linearmente entre as placas e volta a ser constante para y > y,. Podemos por conveniéncia
colocar o valor de potencial zero em qualquer lugar. E convencional em modelagem de neuronios
colocar o zero fora da membrana, na regiao extracelular.

Facamos uma pausa para analisar as dimensoes das quantidades introduzidas. A forga é medida em
Newtons, o campo elétrico em Newtons/Coulomb (N/C). Para o potencial é introduzida a unidade de
Volt, de acordo com a equagao 1.23 um Volt é um Newton vezes metro por Coulomb (Nm/C). Numa
regido onde o campo elétrico tem valor 1Newton/Coulomb= Volt/m, o potencial aumenta 1 Volt a
cada metro.

1.3 Circuitos

1.3.1 Capacitancia

Na aproximagao de tamanho infinito das placas ou membranas, a carga é infinita e a area é infinita.
A densidade de carga por unidade de area o, porém, é finita: quantidade de coulombs por metro
quadrado. Se consideramos uma drea A com uma carga ) podemos esquecer essa aproximacao que as
placas sdo infinitas. A diferenga de potencial entre as duas placas no problema anterior depende de

e a carga (Q numa placa e —(@) na outra,
e a area A das placas,
e a constante dielétrica e que caracteriza o meio,

e a distancia entre as placas d = y, — Y,

V=V (ya) = Vi) = EWa — ) = %d (1.24)

neste modelo zero chamamos V' de potencial de membrana.

O potencial é proporcional a carga. A constante de proporcionalidade, que depende da geometria
das placas (usamos o fato que sdo planas) e do meio ( €) caracteriza a carga que deve ser acumulada
nas placas para atingir um certo potencial ou alternativamente a que diferenca de potencial devemos
colocar as placas para que acumulem um certa carga:

V= ek (1.25)

12Tomamos g é tdo pequena que nio afete em nada a distribuicio uniforme de cargas nas placas
13De forma mais geral, o campo é menos o gradiente de V ou E = —VV, ver livro de cdlculo e.g. Kaplan
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C é a capacitancia do sistema. Serd fundamental para entender as propriedades do modelo de HH do
neurénio. As unidade de medida sdo Coulomb por Volt (C/V) que recebe o nome de Farad. Portanto
um Farad: 1F = 1C/V. Normalmente esta unidade é muito grande e usaremos uF, microfarad
=10"%F, nanofarad=10"°F ou ainda picofarad = 10~ 12F

Na geometria simples das placas paralelas

o d
V==d=0Q— 1.26
portanto
Ae
= —. 1.2
=2 (1.27)
Também é definida a capacitancia especifica
C
= — 1.28
=5 (1.28)

que da a capacitancia por unidade de area. Esta quantidade é 1til para quem estd interessado em
modelar membranas. Regides de diferentes tamanhos terao capacitancias diferentes, mas capacitancias
especificas iguais. Os valores tipicos de capacitancia especifica em membranas estao por volta d e 0.5
a 1.0 uF/em?, microfarads por centimetro quadrado.

Exercicio Considere uma célula de raio R. (a) Calcule a drea. (b) Dada a capacitancia especifica
¢, calcule a capacitancia total C. (c¢) Suponha que a diferenca de potencial entre o meio interno
e externo seja Vipemp, calcule a carga Qin: € Qerr em cada uma das superficies da célula. Agora,
s6 no final do exercicio substitua valores numeéricos razoaveis, e.g. R = lum, Viyempy = —70mV,
c=1uF/em?

1.3.2 Corrente

Até agora lidamos com cargas estacionarias. H4 muitas formas de gerar movimento de cargas. Por
exemplo podemos ter o movimento de corpos carregados ou o movimentos de particulas carregadas
dentro de um sistema em repouso.

As forgas elétricas causam movimento das particulas carregadas. As cargas positivas sdo empur-
radas na direcao do campo elétrico, as negativas na diregao oposta. O campo elétrico causa correntes
de cargas. Define-se corrente positiva na diregao do movimento das cargas positivas ou oposta ao
movimento das cargas negativas.

O movimento depende do meio em que se encontram as particulas. Os meios materiais sao cha-
mados de condutores se hé cargas livres para se movimentarem quando hé forcas elétricas ou equi-
valentemente campos elétricos ou ainda diferencas de potencial. H& outros meios em que as cargas
estao presas e deslocam-se relativamente pouco quando na presenca de uma diferenca de potencial e
sdo chamados de isolantes. Sdo caracterizados por uma constante diéletrica e 4.

Como meio condutor, pensemos num fio de metal, e.g. cobre, ou uma solugao idnica. Vamos
definir uma pequena superficie de drea S (m? ou cm?) , por exemplo a superficie de um plano que
corta um fio de cobre ou um canal idnico. Suponha que por algum motivo ha particulas carregadas em
movimento. Contemos o nimero N de particulas de carga g que atravessam S durante um intervalo
de tempo At. Para simplificar as contas suponha S perpendicular a dire¢ao do fio. A carga total que
atravessa S no intervalo At é AQ = Ngq. O sinal de @ estd embutido no sinal de ¢q. Definimos a
corrente elétrica I como a taxa de passagem de carga pela superficie S no tempo At:

AQ
At

A unidade de corrente é o Ampere (A), que como vemos da equagdo acima tem dimensdes [I] =

I= (1.29)

14H4 semicondutores, supercondutores, sistemas passivos, meios ativos ... o problema de propriedades eletrénicas
dos materiais e muito complexo e interessante. Manipulando os materiais as propriedades elétricas e magnéticas dos
materiais podem ser modificadas de forma limitada apenas pela imaginacdo (quase). As propriedades elétricas das
membranas sao modificadas na presencga de proteinas que atravessam as membranas: canais.
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AL=v At

Figura 1.3: N cargas, de densidade n por m?3, dentro do volume de comprimento AL = v, At atra-
vessam a superficie S durante o intervalo At. A carga total que passa por S em At é Q = qnSv,At.
Todas as cargas nao tem a mesma velocidade, v, é a velocidade média.

[carga] / [tempo]. Assim 1 A = 1C/s.

Se soubermos a velocidade de transporte das cargas ou de arrastre v, e n a densidade volumétrica
de cargas méveis no condutor, podemos reescrever a corrente. No intervalo de tempo At, uma particula
percorre uma distancia AL = v,At. As cargas dentro do pequeno tubo de comprimento AL e volume
SAL atravessam a superficie (veja figura). O ndmero de tais cargas é N = nSAL, a densidade vezes
o volume. A carga que atravessou a superficie ¢ AQ = Nq = (nSAL)q = (nSv,At)q. A corrente é
portanto

I = ngSv,. (1.30)

Para nés esta equagao é interessante por relacionar propriedades de canais como &rea, velocidade de
difusao e densidade de ions.

1.3.3 Resisténcia

O avango das cargas é limitado pelas interagdes com o meio. Os dtomos tem cargas e interagem com os
elétrons ou ions em movimento. O processo individual é muito complicado. Por sorte nao precisamos
descrever em detalhe o movimento das cargas mas sim os efeitos médios. Assim se sujeitarmos um
objeto a uma diferenga de potencial entre seus extremos, teremos uma corrente, que chameremos /.
O que se verifica é que a corrente depende da diferencga de potencial V. Como primeira aproximacao
- uma excelente aproximagao para uma grande variedade de materiais- a corrente é simplesmente
proporcional & diferenca de potencial (dependéncia linear). Esta dependéncia recebe o nome do seu
primeiro proponente: Lei de Ohm:

I=+ (1.31)

onde a constante de proporcionalidade foi escrita em termos de R chamada de resisténcia do objeto
considerado. Também se define a condutancia G

I=GV (1.32)

que significa simplesmente que G = 1/R. Os ciruitos elétricos sdo descritos usualmente em termos
das rsisténcias, mas as vezes em termos das condutancias. E costume apresentar o modelo de HH en
termos das condutéancias dos canais. A resisténcia se mede em Ohms 2 que é definido 1) = 1% =1
Volt/Ampere. As conduténcias eram antigamente medidas em mhos que é equivalente ao atualmente
em uso, Siemens (Si): 1 Si =1Q"! =1 Ampere por Volt (4/V).

A lei de Ohm nao contém a histéria completa na descricao de correntes originarias de campos
elétricos ou diferengas de potencial. Quando R ou equivalentemente G sdo constantes, o objeto é
chamado de elemento passivo linear. Primeiro descreveremos circuitos com elementos passivos lineares.

Os objetos que tem resisténcia sao chamados de resistores. Os que tem capacitancia sao chamados
de capacitores. Um objeto real nao tem sé resisténcia ou sé capacitancia ou, como sera definido mais
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e - A
A B O 0

Figura 1.4: Simbolos usados para representar elementos de um circuito (a)Resistor (b) Capacitor (c)
Bateria (fem) (d) Indutor. As linhas retas nos circuitos representam fios condutores de resisténcia,
capacitancia e indutancia nulas. A diferenga de potencial através destes condutores é nula.

(A) (B)
a , b Ay

K R C = R

TV

Figura 1.5: Circuitos RC (a) sem bateria (b) com bateria. Note na parte superior do circuito uma
chave que pode estar aberta ou fechada.

adiante, sé indutancia, mas pode ser uma boa aproximagao considerar circuitos que tem elementos
cujas propriedades elétricas sdo puramente resistivas ou capacitivas, ou ainda sé indutivas. Ainda
teremos chaves que podem ser usadas para ligar (abrir) ou desligar (fechar) os circuitos.

1.3.4 Primeiro circuito RC

Chamamos circuitos elétrico a um sistema onde as cargas podem se mover e voltar ao mesmo lugar:
existe um caminho fechado ou circuito formado por diferentes elementos em contato. O primeiro
circuito '® que estudaremos é muito simples e talvez nao muito interessante a nao ser pelo fato que se
nao for entendido nao havera possibilidade de avangos. Considere a figura 1.5

Algumas propriedades de circuitos fechados com corrente continua sao necessarias para prosseguir.
Baseadas nos principios de que

e a carga se conserva,
e a0 longo de um circuito fechado a soma das diferencas de potencial é nula,

o fisico alemao do século XIX, Kirchhoff propés duas leis de circuitos. Estas sao fundamentais para
estudar os circuitos que nos interessam:

e Leis dos nés: a soma algébrica de todas as correntes I; que entram ou saem de um né do circuito
énula: ). I; =0,

e Lei das malhas '6: a soma algébrica de todas as diferencas de potencial através de uma malha
é nula, >, AV; = 0.,

5~ .. .~ P . . .
15Nao parece ser um circuito pois ndo passam cargas através do capacitor, mas como veremos mais adiante, podemos
ver que passam correntes que nao sao constantes no tempo.
16Malha: um caminho fechado no circuito
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O potencial é derivado da energia potencial. A segunda propriedade esta ligada & conservagido de
energia.

A primeira propriedade significa que no circuito da figura 1.5.a, quando a chave esta fechada,
a corrente que passa por qualquer ponto é a mesma. Do ponto de vista do potencial elétrico no
circuito os pontos a e b sao o mesmo. V, =V, e Vg = V, pois estao ligados por condutores perfeitos.
Escrevemos a diferenga de potencial entre dois pontos, por exemplo b e d como Vpg = Vp — V. A
segunda propriedade aplicada a esse circuito significa que

(Vi = Vo) + (Ve = V) + (Vi = Vo) + (Vi = Va) = 0 (133)

é claro que se V, =V, e V. =V, entao

Vea + Voa =0 (1.34)
ou ainda a soma da diferenca de potencial através do capacitor mais a diferenga de potencial através
do resistor. Consideremos primeiro o resistor: pela lei de Ohm, quando h& uma diferenca de potencial
através de um resistor, havera uma corrente:

Via = RI (1.35)

se a diferenca de potencial nao for nula, havera uma corrente I que ainda nao sabemos determinar.
Olhemos agora para o capacitor, antes para a equagao 1.25. Se houver uma carga +@) numa das
placas(ligada ao ponto a) e uma carga —(@ na outra (ligada ao ponto ¢), entdo termos uma diferenga
de potencial
Vae = —Vea = % (1.36)
Suponhamos que a chave esteja aberta no circuito, o que interrompe o fluxo de cargas. Carregamos o
capacitor de tal forma que tenha carga QQy e —Qo nas placas, como isto pode ser feito serd discutido
adiante. Fechamos a chave no instante de tempo que chamamos de ¢t = 0 e agora as cargas positivas
podem se mover pelo fio, passar pelo resistor e chegar até a outra placa. Cargas negativas podem fazer
o trajeto inverso. Em circuitos comuns encontrados em aparelhos eletronicos, os elétrons, carregados
negativamente se movem: a corrente vai na diregao oposta ao sentido de movimentodos elétrons. Em
solugoes podemos ter ions positivos ou negativos. O capacitor se descarregard e enquanto estiver
se descarregando haverd uma corrente no circuito. A carga Q(t) no capacitor muda com o tempo.
Durante o intervalo de tempo At, a variagdo de carga AQ = Q(t + At) — Q(t) no capacitor da origem
a uma corrente I = AQ/At na resisténcia, usando as equagoes 1.34, 1.35 e 1.36, podemos escrever

Q_
RI+ 5 =0 (1.37)

que pode ser escrita em termos da carga 7

Qt+450 - Q) , Q)

R X =0 (1.38)

Qit+ At) = Q(t)—% (t) (1.39)
At

— (1= 22)Q() (1.40)

— uQ() (1.41)

O estudante atento tera percebido a semelhanca entre esta equacao e a equagao do problema de cresci-
mento de uma populagao com taxa de crescimento constante, que leva a um crescimento exponencial.
Podemos ver da equacao 1.41 que a taxa é menor que 1, portanto ha uma diminui¢ao da populagao
... quer dizer da carga. A solugdo do problema, dada a condicdo inicial Q(0) = Qo para t = nAt é a
dependéncia exponencial:

Q) = u"Qo, (1.42)
Q) = w3 Qo. (1.43)
O leitor deveria ir até o fim deste capitulo para estudar a fungao exponencial.
aQ _ _Q

17Se usarmos céalculo diferencial podemos escrever R o ok
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Pausa matematica: a fungao exponencial

Aqui é um bom lugar para fazer uma pausa matematica para considerar a funcao expoenencial. H&
varios motivos para fazer isto. A importancia da funcao nao pode ser exagerada. Mesmo que vocé
nao se impressione com a importancia que tem no ambito da matematica e da ciéncia em geral, deve
saber que o modelo de HH esté repleto de lugares onde ¢é usada.

Podemos considerar o que acontece com a equagido 1.43 quando se toma o limite At — 0 ou de
forma equivalente tomamos o limite do nimero de passos n para infinito.

Queremos estudar o comportamento de

At | ¢
(1 7 C) at (1.44)

quando At — 0. Podemos escrever em termos de n, o numero de passos da dinamica discreta para
que se atinja um valor finito do tempo ¢, o que significa que devemos estudar

(1+ a%)" (1.45)

quando n — oo e a = —t/RC

Exercicio Faga um programa no computador (e.g. em Octave) e calcule e, = (1 + %)" para
valores de n =1, 2, 4, 8 até 210,

Note na figura 1.6 que efetivamente parece que é atingido um limite. De fato a figura sé sugere,
mas nao prova, que é atingido um limite (Procure um livro de célculo para a prova). O limite é
denotado pela letra e. O valor de e =~ 2.71828.

Isto nos permite definir a func¢ao exponencial escrita como e ou exp(x), usando o limite

1
e’ = lim (1+z=)" (1.46)
n

n—oo

Exercicio Use a fun¢ao exponencial e¢* (em Octave exp (x)) e compare com o programa do
exercicio anterior modificado para calcular a expressao (1 + I%)” para valores grandes de n (por
exemplo n = 1000). diferentes

O Logaritmo natural Iny de y > 0 é definido como a fungao inversa da exponencial: Se e* = y,
entao por definicao Iny = x

Exercicio Note que a argumento da fungao exponecial é adimensional ou seja um ntmero sem
unidades. Se as tivesse a funcao dependeria das unidades usadas. Mas estamos interessados no
crescimento (ou diminui¢do) exponencial da carga com o tempo. O tempo é medido em segundos:
nio é adimensional. A funcio terd a forma f(t) = foe~+, onde 7 (leia tau, letra t em grego) é
chamado o tempo caracteristico ou constante de tempo. 7 tem dimensdes de tempo e a razao t/7
é adimensional. Se fizermos um grafico de curvas exponenciais, ndo em funcao de ¢, mas de t/7 as
curvas serao independentes de 7: todas cairao no mesmo lugar. 7 mede o tempo para que a fungao
f(t) decresga até o valor de e~* &~ 0.3679.

H& um certo conjunto de propriedades que sao muito tteis e se recomenda ao estudante que as
estude mais profundamente '&.

Com tudo isto temos que a a carga, como funcao do tempo é

Q(t) = Qe #e (1.47)

18Prove que

o c%eb = eath

e In(ab) =Ilna+1Inb

d(e®)

e Derivada v
T

= e”, a derivada ou taxa de variagao da fungao exponencial é a prépria funcido exponencial.
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Figura 1.6: e(n) para diferentes valores de n

Figura 1.7: Valores efetivos para resisténcias ligadas em (a) série e (b) paralelo

Exercicio Faga um grifico da carga no capacitor Q(t)

Exercicio Verifique que a dimensao do produto RC' é tempo.
O resultado deste ultimo exercicio é importante, portanto

Exercicio discuta o que acontece com o tempo que demora para descarregar o capacitor quando
(a) a resisténcia aumenta, (b) quando a capacitancia diminui. Haveria alguma vantagem evolutiva em
ter capacitores num circuito neural que descarregam mais rdpido? As pressoes evolutivas poderiam
levar a que tipo de mudanga? Olhe para a equacao 1.27. Pense sobre o que voce sabe sobre a mielina.
Mielina é um isolante, além de isolar neurdnios contribui para um decréscimo da capacitancia especifica
de um ax6nio. Como podemos entender isso? Ainda ndo é possivel, veja a se¢ao 1.3.5. Veremos como
isso levarda a tempos menores de transporte, entre os nodos de Ranvier, do que se nao houvesse a
mielina. O potencial parece saltar entre os nodos. Isto ainda nao é uma prova, mas comegamos a
sentir indicios de controle de propriedades neurais a partir da manipulacao de parametros de circuito.

ExercicioCalcule a corrente como fungao do tempo. Use seu programa e calcule a diferenga
entre as cargas em instantes consecutivos do mapa. Discuta a dependéncia da intensidade méaxima
da corrente com R e com C. OU: olhe para a relagao entre corrente e carga e para o nota sobre a

. ~ s 1. . R ~ - Qo — -t
derivada da fungdo expoenencial: mostre que se Q(t) = Qoe™ EC entdo I(t) = —g&e” 7c. Compare
este resultado analitico e o resultado da corrente obtido numericamente.

1.3.5 Resisténcias e Capacitancias em série e paralelo

Para entender um pouco melhor o efeito da camadas de mielina precisamos entender sobre a com-
posicao de resisténcias e capacitancias ligadas em série e paralelo
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Figura 1.8: Valores efetivos para capacitores ligados em (c) série e (d) paralelo

Resisténcias em Série

O objetivo agora é econtrar uma maneira simples de descrever um circuito que tem mais de uma
resisténcia em termos do que chamamos resiténcia efetiva. Considere a figura 1.7.A. Uma diferenca
de potencial V' entre os pontos a e b leva a uma corrente. Mas como podemos usar a lei de Ohm para
calcular a corrente? Se calcularmos a corrente I, podemos entao definir a resiténcia efetiva para a
jungao de resiténcias em série através da lei de Ohm Ry = V/I. Mas ainda ndo sabemos a corrente.
Note que cada resiténcia tem uma diferenga de potencial que pode ser escrita como

Vi = R (1.48)
Vo = Rol (1.49)
pois para cada resistor vale a lei de Ohm. A corrente que passa por uma das resisténcia é necessaria-

mente igual a que passa pela outra resisténcia, I; = Is. Ainda sabemos que a diferenga de potencial
total entre os pontos a e b é a soma das diferencas de potencial entre as pontas de cada resistor

i = Rl (1.50)
Vo = Rol (1.51)
V = "+W (1.52)
(1.53)
portanto
Ry = R1 + Ry (154)

Resisténcias em série se somam simplesmente.

Resisténcias em Paralelo

Olhemos para a figura 1.7.B. As correntes que passam pelas resisténcias ligadas em paralelo ndo séo
necessariamente as mesmas, mas a diferenca de potencial entre os seus extremos sim, logo

V = R (1.55)
V = Ry, (1.56)
I = L+1, (1.57)

(1.58)

onde I é a corrente total que passa pelo circuito. Eliminando as correntes I; el; temos que

1% Vv Vv
I=1 o= — 4+ — = — 1.59
1+ 1o R1+R2 Rp (1.59)
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onde introduzimos R, a resiténcia efetiva do conjunto de resiténcias em paralelo

Vv

R, = — 1.60
P I ( )

1 1 1
— = =+ = (1.61)

R, Ry Rs

RiR

R, = —— 1.62
P R+ R» ( )

Exercicio (a) Mostre que ao ter resisténcias ligadas em série a resiténcia efetiva do circuito
aumenta.(b) Mostre que ao ter resisténcias ligadas em paralelo a resiténcia efetiva do circuito diminui.
Pense nisso até que parega ébvio. Pense nos caminhos disponiveis para a passagem de corrente.

Capacitancias em Série

Olhemos para a figura 1.8.C. As correntes que passam pelos capacitores em série sao as mesmas. A
soma das diferencas de potenciais é a diferenca de potencial total. De outra forma, a carga em cada
capacitor é igual. Considere as duas placas centrais: a de baixo do capacitor C; e a de cima do
capacitor Cs. A carga total das duas placas deve ser zero. Portanto se uma delas estd positiva a outra
deve ser negativa. Segue que

v o= 021 (1.63)
v — c% (1.64)
Vo= Vi+Vh (1.65)
portanto
vV o= c%*c%:Q(ciﬁc%) (1.66)
Ois - O%Jro% (1.67)
c. - % (1.68)

Capacitancias em Paralelo

A figura relevante é 1.8.D. A diferenca de potencial entre os terminais dos dois capacitores é a mesma.
A carga total armazenada no sistema é a soma das cargas nos dois capacitores: @ = @1 + Q2,de onde
segue que

_ &
Vo= Cr (1.69)
v - & (1.70)
Co
Q = Q+Q2=VC1+VC=V(C1+Cy) (1.71)
QRQ = VG (1.72)

0 que permite concluir que
Cp =C1 4+ 0y (173)

Exercicio (a) Mostre que ao ter capacitores ligados em série a capacitancia efetiva do circuito
diminui.(b) Mostre que ao ter capacitores ligados em paralelo a capacitancia efetiva do circuito au-
menta. Pense nisso até que parega ébvio. Volte ao capacitor de placas paralelas (C' = %) e note que ao
colocar capacitores em paralelo, o que efetivamente estamos fazendo é aumentar a drea A das placas.
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Por outro lado ao colocd-los em série estamos efetivamente aumentando a distancia entre as placas (a
de cima e a de baixo) portanto as forcas elétricas devem separar as cargas a distancias maiores, o que
para uma dada quantidade de energia significa uma carga menor, portanto uma capacitancia menor.

Exercicio Considere um axo6nio de neuronio mielinizado.Procure imagens de cortes transversais
de axonios mielinizados na internet. Parece um corte de uma cebola: estruturas de laminas paralelas,
uma depois da outra. A capacitancia das camadas se soma em série. Discuta porque estao ligadas em
séries e nao em paralelo. Isso é fundamental do ponto de vista evolutivo. Se cada ldmina contribuir
com uma capacitancia especifica ¢ e houver NV laminas paralelas, mostre que a capacitancia especifica
serd ¢/N. Para N = 200 camadas, um valor nao atipico, a redugdo dos tempos caracteristicos é
bastante importante. A capacitancia diminuida faz com que a transmissao do sinal entre um nodo de
Ranvier e outro seja muito rapida, o que da origem ao termo conduc¢do saltatoria estudada inicialmente
por Huxley e Stampfli.

Resumo

R, = Ri+ R (1.74)
1 1 1

[ T 1.75

R, Ry * Rs ( )
1 1 1

- = 4= 1.
c. cr + G (1.76)
Cp, = Ci1+Cy (1.77)

1.3.6 Forca Eletromotriz (fem)

Suponha que temos um objeto sujeito a um campo externo de tal forma que entre dois extremos
hé uma diferenca de potencial e que as cargas podem se mover livremente sob a agao do campo.
Mas suponha que esse objeto esteja isolado, de forma que as cargas se acumulam nos extremos: a
regido de potencial mais baixo (para onde aponta o campo) ficard carregada positivamente e a regido
de potencial mais alto ficara carregada negativamente. Nao tem para onde escapar. Lembre do
capacitor. A separagdo de cargas gera um outro campo de direcdo oposta. O campo total resultante,
pelo principio da superposicao é a soma do campo inicial, que gerou o deslocamento com o campo
gerado pel;a separagao de cargas, que sera atingida apds um certo tempo. As cargas se separam até
que o campo total seja nulo. A corrente para de fluir. Para que haja correntes persistentes é necessario
outro mecanismo que separe as cargas contra o campo que elas geram. Esse mecanismo gera uma
diferenca de potencial chamada forca eletromotriz (fem medida em volts).

Num circuito simples quem fornece esse mecanismo é uma bateria. H4 varios tipos e nao queremos
lidar com seu funcionamento. A primeira bateria foi construida por Volta, uma pilha de placas de um
par de metais diferentes (e.g zinco e cobre), colocados de forma alternada, molhados com uma solugao
salina. A energia gasta para separar as cargas na bateria ji esta incluida, o funcionamento depende
intrinsicamente do fato que os elétrons nos dois metais tem energias diferentes.

Na célula neural temos também o equivalente a uma bateria. A bomba de s6dio-potéssio (procurar
Na®™ /KT-ATPase na internet) troca trés fons de Nat por dois de KT. Isto gera uma diferenga de
concentracao desse fons entre o meio inter e extra celular. A energia necessaria vem da transformgao
de ATP em ADP+P. Podemos dizer que a fonte da energia é quimica, mas no fundo sabemos que toda
forma de energia quimica é devida as interagoes elétricas. A membrana é atravessada por proteinas
que formam canais. O mecanismo destes canais ainda nao esta claro e certamente nao é o objetivo
descrever aqui seu funcionamento. Canais podem se fechar ou abrir dependendo de varios fatores e
uma vez abertos sao seletivos, i.e deixam passar um sé tipo de fon. A diferenca de concentracao de
um ion gera através de um canal uma corrente do ion, ou seja pode ser entendido como uma bateria.
Note que para canais de potdssio a bateria leva K¥ para fora. Para o sédio a bateria leva cargas
positivas, Na* para dentro.

Falaremos mais disto na secgao ?.
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Figura 1.9: Calcule a corrente nestes circuitos em funcao dos valores das resisténcias e fem dado.
Indique a diregao da corrente.

1.3.7 Circuitos RC

Considere a figura 1.5.B. Como proceder para calcular a carga no capacitor ou a corrent no circuito?
Usamos as duas propriedades: conservagao de carga e de energia e cosnquentemente as leis de circuito
de Kirchhoff. Neste caso significa que a corrente é a mesma em todos os pontos do circuito e que a
soma das diferencas de potenciais ao atravessar o circuito é nula.

A bateria fornece uma diferenca de potencial fixa Ve, forga eletromotriz .

Circuito resistivo

Antes de considerar o caso com capacitancia estudaremos o circuito puramente resistivo: na figura
1.5.B o capacitor é substituido por um fio condutor.

A soma da forga eletromotriz com a diferenca de potencial, dada pela lei de Ohm através do
resistor é nula. No simbolo da bateria (ver figura 1.4) o trago mais comprido é o positivo. Cargas
negativas, como os elétrons, sao atraidas para o trago comprido e repelidas do traco curto. Para as
cargas positivas, e.g ions de potédssio ou sédio, é o contrario. Assim temos

Vie 4+ Vep =0 (1.78)

Na auséncia do capacitor do circuito da figura 1.4.B, os pontos a, b, ¢ e d estdo no memos potencial.
AVye = —Viem a fem da bateria e Vg, = Ve — Vj, = IR, logo

el =Viem/R.
Exercicio Resolva o problema do circuito da figura 1.9.

Circuitos RC com bateria

Considere a figura 1.5.B novamente. Este circuito é chamado RC.. Calculemos a carga no cacpacitor
q(t) e a corrente I(t) no circuito. A corrente nao é constante como no caso anterior.

No instante que chamamos de t = 0 fechamos a chave que conecta os pontos a € b. Antes de t =0
a corrente é nula porque o circuito estd aberto. Consideremos o caso em que a carga no capacitor
também. Queremos calcular, para tempos ¢ > 0 a carga e corrente.

Pela lei das malhas, em qualquer instante ¢ > 0

Vep + Vae — erm =0 (180)

que deve ser complementada, primeiro com a rela¢do entre os potenciais e a corrente no resistor (lei
de Ohm) e a carga no capacitor e em segundo kugar com as condigdes iniciais.

IR+ % — Viem =0 (1.81)
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A resolugdo matematica é andloga a da se¢cdo anterior onde descarregamos o capacitor. Usamos
primeiro
t+ At) —q(t
(1) = 8D =) Ai a(t) (1.82)

e a equacao que devemos resolver é

t+ At) —q(t t
RULLO 0 )y~ (1.83)
A equacdo 1.83 é um pouco diferente da equacdo 1.38. A diferenga matematica é o termo constante
da fem. A diferenga fisica é que enquanto a equagdo 1.38 descreve um capacitor que descarrega, a
equagao 1.83 descreve um capacitor que estd sendo carregado, pelo trabalho da forga eletromotriz.
Podemos transformar esta equacao naquela ao perceber que se fizermos a introdugao de uma nova
variavel Q(t) := q(t) — ViemC as equagdes ficam iguais. A interpretacao de @) agora serd em termos
da carga que falta para o capacitor estar completamente carregado.
Note que as diferencas AQ(t) := Ag(t) sao iguais, pois o termo constante Ve, C, que veremos é
a carga completa do capcitor, se cancela.

Exercicio Mostre que a equagao 1.83 é transformada na equacgao 1.38 quando fazemos a mudanca
de variavel Q(t) := q(t) — ViemC.

Com isto evitamos o trabalho de resolver este problema e reciclamos a solugao anterior dado pela
equacao 1.43, usando o fato que a condicao inicial ¢(0) = 0 significa que Q(0) = —ViemC

Q) = p"Qo, (1.84)
Q) = paQo (1.85)
at) = VyenC (1- ) (1.86)
qt) = mec(1—e—z~z—%), (1.87)

onde a ultima linha é obtida tomando o limite de ¢t/At = n — oco.

1.3.8 Além do circuito pontual: Cabo

Nao faz parte das aulas ainda incompleto

Os circuitos acima servem para descrever um elemento pequeno de uma membrana. Pequeno?
Suponha que estamos interessados em descrever a diferenga de potencial (dp) através da membrana
com uma certa precisdo §V. Suponha que as variagoes de dp numa escala dL sejam menores que
0V, entdo podemos aproximar regides pequenas ( da ordem de 0L x L) por um circuito pontual ou
localizado.

E se as dimensoes da célula forem maiores que § L7 Descrevemos ainda regides pequenas por um
circuito equivalente e juntamos os circuitos como na figura 1.10. Note que agora resulta interessante
descrever a membrana a partir de quantidades especificas: capacitancia especifica (ufarads por cm?)
e condutividade especifica (usiemens por cm?) ou resisténcia especifica (Ohms cm?)

Exercicio Porque a resisténcia especifica ¢ medida em Ohms cm? e ndo em Ohms/cm?

completar....

1.3.9 Indutancia

Os fenémenos elétricos sao acompanhados de magnéticos de forma indissoluvel.
Uma corrente elétrica produz um campo magnético (ver lei de Ampere). A mudanca de fluxo de
campo magnético através de uma espira de condutor produz uma forca eletromotriz'®. Este fenomeno,

190 fluxo ® de campo de inducdo magnética B atraves de uma espira é definido por & = fs é.ﬁds, integrada sobre
uma superrficie cuja borda é a espira. Se ® muda aparece uma forga eletromotriz V¢, = —d®/dt, criando uma corrente
que por sua vez contribui um campo B que se opoe a mudanga de fluxo. Note que se o sinal fosse ao contrédrio o sistema
seria instavel
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Figura 1.10: Um modelo para um sistema passivo
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Figura 1.11: Calcule a corrente nestes circuitos em funcao dos valores das resisténcias e fem dado.
Indique a diregao da corrente.

a indugao magnética foi descoberto por Michael Faraday e Joseph Henry de forma independente. Por-
tanto uma corrente que varia no tempo produz um campo magnético que varia no tempo e pode
produzir em alguma parte do circuito o aparecimento de diferencas de potencial, alterando as propri-
edades do tipo RC.

As coisas ficam mais complicadas sendo as vezes muito dificil calcular as propriedades de um cir-
cuito. H4 casos porém, de grande importancia pratica e tedrica, que podem ser facilmente calculados.
Existem autoindutores, ou simplesmente indutores que sao elementos de circuito por onde passa uma
corrente, a mudanga da corrente (gera mudanca de fluxo ® que) gera fem. para estes sistemas a
fem é simplesmente proporcional & taxa de variacao de corrente. A constante de proporcionalidade é
chamada de indutancia, assim temos que

dl
Viemind = —L—, 1.88
femind 7 (1.88)
que no nosso contexto matematico toma a forma
I(t+ At) — I(t
Viemind = _LM (1.89)

At ’

A unidade de induténcia, no sistema SI MKS é o henry (o nome de Faraday ja foi usado como unidade
de capacitancia). Um indutor tem uma induténcia de 1H se a diferenca de potencial é um volt quando
a corrente varia 1 ampere por segundo.

A soma de indutancias é mais dificil que para resisténcias ou capacitancias, pois a mudanca da
corrente de um indutor pode criar um f.e.m no outro indutor levando a problemas que dependem da
geometria do problema e nao s6 da topologia como nos circuitos que consideraremos aqui.
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Circuito RLC

O circuitos indutivos sao muito mais ricos e interessantes. A equacao das malhas associada a figura
1.11 ¢
Vies + ‘/cap - ermind - erm =0 (190)

substituido os termos individuais, temos a equacao do circuito RLC em série
q dl
RI+ =+ L— =Viem 1.91
tatly =V (1.91)

Em termos de equagoes de diferencas temos

q Al
RI + 8 + LAt =Viem (1.92)

Se olharmos para esta mesma equagao um intervalo de tempo At posterior e calcularmos a diferenca
entre as duas equagoes, termos, dado que V.., é constante, a equagao
Aq ATl

RAI+ & + LA(%;) = 0, (1.93)

note a variagao da variagdo: nao é mais que a segunda derivada.Vemos isso ao dividir por At

AT 1Aq AR
Fxton "

) =0, (1.94)

Por outro lado a variacao da carga no capacitor é a corrente:

ar I &I
L < _o. 1.
R+ 5+ Los =0 (1.95)

Normalmente esta equagao se escreve de forma mais ordenada
L—+R—+ = =0. (1.96)

Esta equacao é a de um oscilador harmonico amortecido. Veremos que nossa experiéncia com a
dinamica de Lotka Voltera nos ajudara a resolver este problema.
Primeiro olharemos a solucao para o caso nao resistivo, i.e R =0,
d’1 T

L— + 2 =0. 1.
dt2+C 0 (1.97)

Transformamos a equacdo em duas: Al =vel =w

Av = —rw (1.98)
Aw = v (1.99)

onde r = % Volte a seccao do Lotka Volterra linearizado e note que nos ja estudamos este problema
matematico. A corrente oscila no tempo.

Exercicio Crie um programa em Octave chamado FHNZERO.m ou algo parecido e simule o
sistema acima. Criaremos programas cada vez mais complexos que servirao para modelar neurénios a
partir deste porograma. O prefixo FHN é FitzHugh-Nagumo que sera obtido a partir de uma pequena
mudanga deste programa, sugerida pelo modelo mais complexo de HH. Note que as oscilacoes sao
persistentes. A corrente oscila no tempo mas nao decai, como ocooreu no circuito RC.

Aprendemos da comparagao do circuito RC e LC que a resisténcia é responsavel pelo decaimento
da atividade no circuito. A resisténcia dissipa energia. Vocé ja deve ter notado que uma resisténcia
dissipa calor, e.g. chuveiro elétrico
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Coloquemos de novo a resisténcia no circuito. As equagoes sao

Av = —av—rw (1.100)
Aw = v (1.101)

_ R
ondea—L

Exercicio Modifique o programa do ltimo exercicio e simule os sistema acima. Calcule o tempo
caracteristico que demora para que as oscilagoes decaiam.

Exercicio Veja na se¢ao sobre dinamica e lembre o significado de iséclinas nulas. Verifique que as
iséclinas nulas no circuito RLC sao dadas por

Av=0—v = ——w (1.102)
Aw=0—v = 0. (1.103)

Desenhe-as e faca o gréafico de v contra w que mostra a dinamica do RLC. Entenda o que acontece
quando a trajetoria cruza as iséclinas. No capitulo sobre dindmica olhamos a evolugao temporal
usando as isoclinas e descrevemos 4 casos que estao associados as quatro regioes determinadas pelo
cruzamento destas duas retas.

Exercicio Volte ao programa que simula as equagoes 1.101. Mude de brincadeira o sinal de a. A
“resisténcia” é negativa....Note que na sua simulagao a corrente ndo vai a zero, mas cresce ( o sistema
explode de forma exponencial). Suponha que a ndo é constante, mas oscila tomando valores ora
positivos, ora negativos. O que acontece? Voce pode pensar num mecanismo para fazer resisténcias
mudar com o tempo? Pense em canais.

Lembre da simulacao do sistema de Lotka Volterra. Para evitar instabilidades numéricas nestes
exercicios devemos simular

Av(t+ At) = —av(t) —rw(t) (1.104)
Aw(t+At) = v(t+ At) (1.105)

porque este mapa se aproxima melhor das propriedades das equacoes diferenciais associadas.
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Figura 1.12: Modelo FHN. Corrente externa I.;; = 0.04 abaixo do limiar.(Esq) v(t) e w(t) como
fungéo do tempo. (Dir) Plano v x w. As isdclinas nulas sdo as linhas pontilhadas

1.4 Equagoes de Fitzhugh-Nagumo (FHN)

O modelo de HH descrito no préximo capitulo, permitiu encontrar modelos numéricos que tem varias
propriedades interessantes andlogas ao HH mas muito mais simples. Um conjunto de equacgoes dife-
renciais (modelo de FHN) mais simples que o de Hodgkin-Huxley foi proposto por Fitzhugh (1961) e
por Nagumo et al (1962). Nao estamos interessados em sua deducio, pois a motivagao biolégica nao é
muito convincente. Aqui estamos interessados em estudar a dindmica de equagbes que sao parecidas,
na forma, aquelas que temos visto no Lotka-Volterra e no RCL, mas que s@o muito parecidas no seu
comportamento com as de HH.

Novamente consideramos uma regido pequena de membrana neural. A interagdo desta com outras
regioes proximas pode ser modelada pela injecao de corrente I proveniente das regides vizinhas. Neste
problema trataremos essa corrente como um parametro externo. Veremos a mudancga de compor-
tamento nao s6 quantitativa mas também qualitativa do sistema quando o parametro de controle é
mudado além de um valor particular. O sistema, perturbado por uma corrente externa pequena nao
responde, ou a resposta decai até ser nula. Para correntes grandes teremos oscilagoes. Olharemos
primeiro para o caso em que I é constante, mas depois veremos casos em que pode mudar e com isso
faremos nosso primeiro modelo de interagao entre neurénios. Antes veremos a mudanga qualitativa
de comportamento que leva a aparicao de oscilagoes que podem ser interpretadas como potenciais de
agao.

Olharemos para as iséclinas que sao de fundamental importancia para entender a geragao de spikes
20

A diferenca primordial entre este sistema e os circuitos que vimos anteriormente é que os elementos
do circuito nao sao tao simples. Um canal i6nico pode estar aberto ou fechado e sua resisténcia a
passagem de ions pode ser diferente em diferentes instantes. Falaremos mais no préximo capitulo,
agora s6 nos resta apresentar o modelo de FH. Temos duas varidveis e estudamos a sua evolugao
temporal. A primeira é a diferenga de potencial através da membrana v. A segunda w descreve (mas
nao é) a corrente através de um de canal i6nico.

d
e = wv—a)(l—v)—w+l (1.106)
dw

— — b 1.1
— v — pw (1.107)

€ é um parametro que estabelece a escala temporal , que esta relacionada com a capacitancia da
membrana

20 .. e o estudante entenderd porque os professores insistiram tanto com esses objetos estranhos.
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Figura 1.13: Modelo FHN, igual a figura 1.12 mas com a corrente I.,; = 0.11. Ha oscilagoes mas nao
sao persistentes ainda.
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Figura 1.14: Modelo FHN, igual a figura 1.12 mas com a corrente I.,; = 0.15 acima do limiar. Estude
a diferenca do ponto de cruzamento das iséclinas nulas deste caso para o da figura 1.12.
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ExercicioPrograma FHNO1.m: Modifique o seu programa FHNZERO.m para poder simular o
modelo FHN.

Uma boa escolha para os parametros é

e = .005,a = .5,(unidades de decimos de volt) b = .15,p = 1.0,] = .04pA até .2pA

Ou se voce estiver interessado em fazer um estudo um pouco mais detalhado,

Exercicio- Desafio faca uma rotina de integracao de Runge Kutta de quarta ordem e integre
este sistema de equagoes.

Para qualquer um dos dois exercicios anteriores

e Comece a iterar (integrar) com I = 0 e itere as equagdes para que o sistema entre em equilibrio.
A partir desse ponto faga entdo a corrente diferente de zero. Estude o efeito de valores de I
entre [ = .04uA e .2uA. Nao faga 500 graficos. Estude um conjunto de valores que exemplifique
os diferentes comportamentos. Veja as figuras 1.12,1.13 e 1.14. Faga um grafico, no espago de
fases (v, w), das iséclinas nulas (curvas dv/dt = 0 e dw/dt = 0 . Nesse mesmo gréfico trace a
curva w(v).

e Encontre valores interessantes de I. Em particular: I.,;— ¢, abaixo da qual ainda nao hé os-
cilagbes persistentes, mas hd o disparo de um trem finito de potenciais de agdo. Aumentando
ainda mais a corrente aparece outro ponto Iy , onde ocorre uma bifurcagao de Hopf e o cruza-
mento das iséclinas nulas no é mais um ponto fixo.

e Escolha uns 4 valores interessantes de I e faga graficos da evolucao temporal de v e w para
valores de I = .04uA até .2uA.

e Discuta a estabilidade do ponto fixo no cruzamento das iséclinas nulas para os diferentes regimes.

1.5 Energia: variacao do modelo FH-N

Considere a seguinte variagao das equacoes de FH-N, sem corrente externa:

dv (v)
e— =pv) —w
T
dw
habad
dt
onde p(v) = v(v — a)(1 — v). Derivando com respeito ao tempo a primeira equagio 5% =
p'(v)% — o = p/(v)2 — v, onde p'(v) é a derivada com respeito a v e segue
v % =0 (1.108)
e— —p'(v)— +v= :
az P\

a equagao de um oscilador harmonico “amortecido”, dependendo do sinal de p’(v). Podemos estudar
o comportamento de uma quantidade analoga a energia, ' = %5(%)2 + %02, A sua variagao no tempo
é dada por:

dE dv d*v dv

dE d?v dv
— = (e—= — 1.11
i~ CaE TG (1.110)
e, dv 5
Wy (1am)

Para valores de v tal que p’(v) > 0 a energia aumenta enquanto que se p’(v) < 0 a energia dimimui.
Para este sistema voce pode fazer o grafico da energia como fungao do tempo.



Capitulo 2

O modelo de Hodgkin-Huxley

AINDA MUITO PRELIMINAR.

Neste capitulo juntamos tudo o que vimos nos capitulos anteriores e introduzimos modelos de
transmissao de informagao por um cabo. (ADICIONAR)

Olharemos novamente para a integragao numérica de sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias,
que descrevem o potencial de membrana e as correntes ionicas, de um ponto de vista computacional.
Note as equagdes que obteremos abaixo nao podem, diferentemente da seccdo anteirior, ser obtidas
analiticamente. As escreveremos como mapas a tempo discreto e estudarmos sua evolucao temporal
no computador.

Problema fisico: Axonio do neurénio gigante da lula. O Modelo de Hodgkin e Huxley (HH):
Modelo de circuito equivalente. Modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN): modelo simplificado (duas
equagoes) caricatura do HH.

referéncias: Kandel, Schwartz and Jessel , Principles of Neural Science (1991), The Book of Genesis
, J. Bower e D. Beeman (1997 Telos, 2nd ed. ), Biophysics of Computation C. Koch, (1999 Oxford
University Press) para a parte de eletroneurofisiologia

de Vries, Koonin para a parte de integragao numérica Anélise Numérica, Burden e Douglas Faires.

2.1 O Modelo de Hodgkin e Huxley muito simplificado

Aqui vai uma descricio muuuito resumida que pode ser pulada, do modelo de HH. O objetivo é
mostrar-lhes que com a Fisica, a Matematica e os métodos numéricos que conhecem ja podem comecar
a pensar em problemas, nao s6 atuais, mas que dominarao areas importantes de pesquisa ainda por
muito tempo.

2.1.1 Descricao do Modelo HH

Uma célula excitavel, e.g. um neurénio, tem uma membrana dielétrica que separa meios condutores -
solugodes ionicas. Se a superficie da membrana for dividida em pequenas regioes, cada uma podera ser
descrita por uma circuito equivalente que leva em conta a capacitancia C,, e a existéncia de canais que
permitem a conducao (seletiva de ions) através da membrana. O modelo descrito a seguir é apropriado
para uma grande variedade de casos, mas especificamente representa as propriedades da membrana
do axénio gigante da lula estudada exaustivamente por Hodgkin, Huxley (HH)e outros por um longo
periodo que culminou com uma série de publicacoes em 1952 onde foi apresentado o modelo de HH.
A maior parte dos modelos matematicos de neurénios deriva deste modelo, embora outras técnicas
-além de equagoes diferenciais (automatas celulares e mapas acoplados) também tenham sido usadas.
A equacao bésica de HH descreve que a soma das correntes entrando em uma regiao da célula deve
ser nula (Kirchoff: o que entra deve sair)

de |7 m Vm ‘/em - Vm
Con =" =" [(Bx = Vin) Gi] + = + + et (2.1)
k

dt Rd Re
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Figura 2.1: Circuito equivalente de Hodgkin-Huxley

onde V,,, é o potencial de membrana no regiao m, e os indices d e e indicam acoplamentos com regioes
do axonio a direita e a esquerda respectivamente. Para simplificar assumiremos que o neurénio tem
somente um compartimento (Ve — Vi, = Vi — Vi, = 0)) , ou seja o pedago de membrana que
descrevemos é o axoOnio inteiro: V,,, =V, e

c% = Zk: [(Ex — V) Grl + L (2.2)

Os indices k tomam valores K, potassio, Na, sédio e CI, cloro. A resisténcia efetiva da membrana
para ions de cloro R; = Gall, serd considerada constante. Por outro lado os canais de potéssio e
sodio abrem e fecham, de modo que as condutdncias G destes canais dependem da voltagem V,,
e do tempo. O principal ingrediente colocado por HH estd na escolha da dinamica de abertura e
fechamento, com consequentes mudancas na condutancia dos canais. A condutancia para um dado
ion depende da agao de um nimero muito grande de canais. HH escolheram um modelo probabilistico
onde o canal tem diferentes portoes 7. Chamaremos de forma genérica p; a probabilidade que portoes
do tipo i estejam no estado permissivo que ndo impede a passagem do ion especifico, e (1 — p;) no
estado ndo-permissivo, ou que a impede. A influéncia da ag¢do conjunta dos portdes que formam os
canais, na condutancia, é modelada por

Gr (V, t) = grlli pi

Os canais de s6dio e potassio tem a caracteristica que as transi¢oes entre os estados permissivos e
nao-permissivos sao controladas pelo potencial através da membrana. Estes canais sao ditos voltage-
gated , (de portao controlado por voltagem). H4 outros tipos de canais com portdes controlados por
mensageiros quimicos. A equagao mestra

Bi i (V) (=) B (V)

descreve a dinamica dos portoes que determinam a condutancia.
Os parametros mais importantes do modelo sao as fungdes «; (V) e 5; (V) , interpretadas como
a taxa de abertura de portoes fechados («; (V)) e a taxa de fechamento de portoes abertos (3; (V)
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do portao do tipo i. Estas funcoes dependem dos detalhes das moléculas de proteinas que formam o
canal e dentro do model ode HH sao determinadas experimentalmente. Por exemplo, se o potencial
é fixo (artificialmente) num dado valor V' (clamp) a equacdo acima tem uma solugao analitica que
permite determinar o seu valor assintético

_. (V)

1
a; (V) + 5 (V)

T =

t

a: (V) o (V) = Poo + (Po —Poc) €7

P+ a0 T (po T (V)4 B (V)) ¢

Medindo a condutéancia para diferentes valores de V', H-H determinaram a forma funcional de «
e 0 para os diferentes portoes. Mas antes disso foi necessario determinar quantos portoes seriam ne-
cessarios. De que tipo? este tipo de pergunta também foi respondida por H-H experimentalmente. Apds
uma série brilhante de experiéncias (ver Kandel, Schwartz and Jessel , Principles of Neural Science
(1991), The Book of Genesis , J. Bower e D. Beeman Telos (1997, 2nd ed. )) perceberam que a mode-
lagem de canais de potdssio precisava 4 portoes iguais (que chamaram do tipo-n) e para os canais de
s6dio, também eram necessdrios 4 portoes , mas de dois tipos (tipo -m e tipo -h). Veja, para avangos
recentes, o artigo Y. Jiang et al Nature 423, 33 (2003) descrevendo resultados obtidos (50 anos depois)
usando técnicas de cristalografia de raios X. L4 se encontram representacoes tridimensionais do canal
de potassio mostrando a estrutura de 4 portoes. Usando a notagao de HH, m,n e h em lugar de p;,
as condutancias podem ser escritas como:

Ao

GNa = gnallipi = gnaD2,ph = gnam®h

Gk = gkllip; = grps = gren®

onde os g sdo constantes (dimensoes de ohm™!), portanto a corrente iénica serd
Iion - gNamBh (ENa - Vm) + gKn4 (EK - Vm) + gr (El - Vm)

Assim as equagoes que devem ser integradas sao :

dm
T = (V)1 =m) = (V)m (2.3)
dh
o= an(V)(1=h) =G (V) (24)
dn
= (V) —n) =B (V)n (25)
para as condutancias e para a voltagem
o m _ ¢ (Br=Vi)+ > (B — Vi) Gi] + 1.
m dt — Ul l m i k m k ext

a corrente externa I.,; serd usada como parametro de controle do experimental. O nosso objetivo é
estudar a natureza das solu¢oes como fungao deste parametro.
Note que estas equagoes podem ser escritas como

y=A-By

e portanto o método de Euler exponencial pode ser usado para integra-las
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Figura 2.2:

Figuras superiores: (n) an(v) e Bn(v) am(v) e Bm(v) an(v) e Pr(v). Figuras inferiores (esq)
Try Tm € Thy (dir) Moo, Moo € Ao como fungdo de v.

2.1.2 As taxas de transicao como funcao do pontencial

Uma escolha possivel das fungoes « e (3,obtida por HH experimentalmente é :

o, (V) =alphan=.01%(10.-v)/(exp(1.-0.1*v))-1.)
Bn (V) =betan=.125%exp(-.0125%v)

am (V) =alpham=.1%(25-v) /(exp(.1%(25.-v))-1.)
Bm (V) =betam=4*exp (-.05555%v)

oy, (V) =alphah=.07*exp(-.05%v)

On(V) =betah=1./(exp(3.-.1%v)+1.)

Os valores dos parametros que podem ser uteis:

Ej, : para potéassio Ex = —12(mV), para sédio En, = 115, cloro E¢; = —10.6
gk =36 ,9ne = 120,901 = 0.3

C = 1-capacitancia

corrente externa entre 0 e 30 (A)

2.1.3 Método de Euler exponencial

Para este tipo de equagoOes diferenciais hd um método que dé bons resultados e é muito simples e
barato computacionalmente.
Equacoes do tipo y = A — By , para A e B constantes, tem como solu¢ao

y(tz) = y(t1)D + A(1 - D)/B

onde D = exp(—B(ta —t1)). Se a diferenga t5 — 1 for pequena podemos usar a formula acima mesmo
que os coeficientes A e B sejam fungoes do tempo.

y(t+ At)=y(t)D+ A(1—-D)/B
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Figura 2.3: Modelo de Hodgkin-Huxeley, com corrente externa I = 25 (ver texto para discussao sobre
unidades) (a) Potencial de membrana como fungao do tempo. (b) As varidveis h e n sdo altamente
correlacionadas. (c¢) n, m e h como fungao do tempo. (d) As correntes i6nicas.

para D = exp(—BAt).

2.1.4 Roteiro para simulacao de HH

Faga programa (e apresente os c4digos) para integrar as equagdes de HH (1) usando o método Euler
exponencial . (2)Vocé pode fazer o de Runge Kutta mas nao é necessario.

Variando a corrente externa de 0 a 30 puA (com passos de 5uA) apresente grificos G; para a
evolugao temporal do sistema. (O passo de integracao At entre 0.01 e 0.025 ms, com tempo total de
integragao de 100 a 1000 ms ). N&o é necessério fazer todas as combinagoes, basta escolher parametros
que funcionen.

e (G1) das fungdes « e (3 e os tempos caracteristicos 7 para os 3 tipos de portao como fungao de
V. Porque o portao h é dito de inativagao? Qual é o portao que reage mais rapidamente a
mudancas de potencial? .

e (35) da diferenga de potencial V' através da membrana e de n, m e h contra o tempo,
e (33) das correntes nos canais de sédio e de potdssio commo func¢ao do tempo,

e (G4) das condutéancias dos canais de sédio e de potdssio como fungao do tempo,

2.2 Modelo de Morris-Lecar

A figura 2.3 mostra uma simulacao do modelo de HH para uma corrente externa I = 25. A observagao
atenta do das figuras 2.3.b e 2.3.c permitem uma simplificacao interessante do modelo de HH. Note
primeiro que como fungoes do tempo n e h estdao muito (anti-)correlacionados. A relagdo entre seus
valores é quase linear. Isto permite eliminar uma das equagoes do modelo de HH. Escolhemos manter
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Figura 2.4: Comparagao entre os modelos de HH e de Morris Lecar. Isoclinas para variante do modelo
de Morris Lecar, a trajetoria calculada a partir do modelo de HH. Note que a trajetoria do HH segue
perfeitamente as iséclinas do ML. Corrente (esquerda) I.,; = 0, (direita) I.,; = 5. Nas figuras de
cima aparecem ampliagoes das regioes dos pontos fixos.
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Figura 2.5: Igual a figura 2.4 mas com corrente (esquerda) I.,; = 10, (direita) I.,; = 25. Na linha de
cima aparece uma ampliagao da regiao do ponto fixo.
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Figura 2.6:

Dependendo dos parametros do modelo de Morris-Lecar a freqiiéncia de oscilagao pode mudar
de forma continua ou abrupta.

a equagao que descreve a evolugao de n e substituimos o valor de h, que seria dado pela equagao
diferencial, pelo valor h = const —n L.

Outra simplificacao possivel vem do fato que a que as taxas de abertura «,, e fechamento 3,, da
variavel m sao muito maiores que as taxas de h e n. Podemos substituir o valor instantaneo de de
m(V, t) pelo valor assintético (tempos grandes) que teria numa experiéncia de voltage clamp para esse
valor do potencial. Assim m tera o valor mey, = #%

Do ponto de vista de modelagem estas aproximagoes sao muito boas. Observe as figuras 2.4 e 2.5.
As iséclinas nulas sdo obtidas para o modelo de ML e a trajetérias n x V' do modelo de hh sem fazer

as aproximacgoes de ML.

Cabe um comentdrio sobre o célculo das iséclinas. A curva n contra v onde ‘fl—’t‘ = 0 é facil de
calcular sendo o resultado o mesmo que o de ny, = — V) __ 34 aiséelina @Y = 0 é mais dificil.
an(V)+8,(V) dt

Exercicio Obtenha as iséclinas nulas para o modelo de ML. (a) trace a curva ne (V). (b) Para

obter os valores de ‘3—‘{ = 0 primeiro fixamos um valor de V. Dado V, precisamos encontrar o valor

de n que torna f(n) = I.st — Lion = 0. Use o método da bissecgao.
e 1) Fixe V

e 2) Use o método da bissec¢ao para encontrar o valor de n que torna f(n) = 0 (dentro da precisao
desejada)

e 3) Mude V,ppo =V + AV — V. V4 para o passo (1).

Método da bissecgao Encontre dois valores nin € Nmaz tal que f(nmin)-f (Mmaz) < 0. Isto
significa que a curva f(n) cruza o valor zero em algum ponto intermedidrio entre N, € Nmaz- 2

1O valor da constante para I = 25 é 0.844.
2Isto ndo é geral, discuta as excessdes possiveis
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O valor da raiz esta cercado entre n,,in € Numaz. S€ este intervalo for pequeno em comparagao a
um valor pré- estipulado ¢ entdo ja encontramos a solugdo. Sendo: defina np;s = (Nmin + Nmaz)/2, 0
valor médio do intervalo, isto divide regiao em dois. Ou a raiz esta no meio extamente e portanto ja
o achamos ou estd num dos intervalos definidos bela bisseccao. Qual? Agora devemos testar em qual.
Termos duas possibilidades, ou (A) f(nmin)-f(npis <0

e entdo redefina o valor extremo Nyqz = Mpis

ou (B) f(neis)-f(nmasz) <0,

e entao redefina o valor extremo 7,,in = Npis-

Faga isto até que o tamanho do intervalo seja menor que € ou que um ntiimero méaximo de iteragoes
seja ultrapassado. neste caso houve problemas e devemos pensar, talvez deva mudar os valores iniciais
de Nuin €/0u Ny

2.2.1 Morris Lecar

A aproximacdo de ML para o HH nem sempre é tdo boa. Este modelo tem outro tipo de interesse
pois variando os parametros podemos ter comportamentos diferentes. A figura 2.6 mostra simulagoes
de dois modelos de ML que diferem pelos seus parametros. o que se ve é a medida que a corrente é
aumentada, ambos modelos passam por uma transicao de um regime que nao oscila para outro em
que ha oscilgoes tipo potenciais de acdo. A diferenga é que a mudanca num dos modelos é brusca e
na outra é continua.

Comentar: A transmissdo de informacdo em redes de neurénios em caso de mudanga aprupta ou
continua.

2.3 Modelos de sinapses

2.3.1 Gap Junctions
2.3.2 Receptores

2.3.3 Sinapses quimicas



