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	Questão 1

Considere um elétron que se encontra confinado dentro de um poço de potencial unidi-

mensional, com altura infinita e largura d.

(a) (0,5 ponto) Escreva a equação de Schrödinger independente do tempo para este

elétron na região 0 < x < d (dentro do poço).

(b) (1,0 ponto) Obtenha as soluções normalizadas ψ(x) do problema acima e as corres-

pondentes energias permitidas En para o elétron na região 0 < x < d.

(c) (1,0 ponto) Considere agora que o elétron encontra-se no estado quântico descrito

pela função de onda ψ(x) = A sin(3πx/d), sendo A a constante de normalização

obtida no item (b). Determine o comprimento de onda de de Broglie e o momento

linear associado à este estado.

(d) (1,0 ponto) Para o mesmo estado do item (c) determine a probabilidade de encontrar

o elétron entre x = 0 e x = d/6.
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�� ��Solução da questão 1

(a) Como V (x) = 0 entre 0 < x < d, a equação de Schrödinger é dada por

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x),

e ψ(x) = 0 para x < 0 ou x > d.

(b) A equação acima admite soluções do tipo ψ(x) = A sin(kx) +B cos(kx), onde k2 =

2mE
~2 . Uma vez que ψ(0) = ψ(d) = 0 temos que B = 0 e k = nπ

d
, onde n = 1, 2, 3, ....

Portanto En = ~2k2n
2m

= h2n2

8md2
.

As funções de onda normalizadas são obtidas tendo em vista que
∫ d
0
|ψ|2dx = 1, de

forma que A2
∫ d
0

sin2(kx)dx = 1. Uma vez que
∫ d
0

sin2(kx)dx = d
2
− sin(2kd)

4k
, obtemos

A =
√

2
d

e finalmente ψ(x) =
√

2
d

sin(nπx
d

) .

(c) Comparando ψ(x) com a forma geral do item (b), obtemos n = 3 cuja energia é

dada por E3 = 9h2

8md2
. O comprimento de onda λ pode ser obtido a partir de kn = 2π

λ

de forma que λ = 2π
kn

= 2d/3 . O módulo do momento linear é calculado por meio

da relação p2 = 2mE, de forma que p3 = ±3h
2d

.

(d) A probabilidade de encontrarmos o elétron entre x = 0 e x = d/6 é dada por∫ d/6
0
|ψ(x)|2dx = 2

d

∫ d/6
0

sin2(3πx/d)dx. Uma vez que
∫ d
0

sin2(kx)dx = d
2
− sin(2kd)

4k
,

obtemos que
∫ d/6
0
|ψ(x)|2dx = 1/6 .
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	Questão 2

Uma part́ıcula de massa m, confinada num poço de potencial como indicado na figura,

tem energia total E < U0.

U0

x0

8

U(x)

E

a

I      II III

U(x) =


∞ para x ≤ 0 (I)

0 para 0 < x < a (II)

U0 para x ≥ a (III)

(a) (1,5 ponto) Escreva a solução geral da equação de Schrödinger independente do

tempo em termos dos parâmetros do problema. Justificar as respostas através da

análise da equação de Schrödinger. Não é necessário encontrar o valor das constan-

tes arbitrárias não nulas.

(b) (1,0 ponto) Escreva as condições de contorno que a função de onda deve satisfazer

(não é necessário resolvê-las).

(c) (1,0 ponto) Determine a probabilidade da part́ıcula estar na região III (x ≥ a), em

termos das constantes obtidas no item (a).
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�� ��Solução da questão 2

(a) A função de onda da part́ıcula é

ψI(x) = 0 na região I.

Na região II, a equação de Schrödinger é dada por

− ~2

2m

d2ψII(x)

dx2
= EψII(x),

cuja solução é uma função de onda do tipo ψII(x) = A sin(kx) + B cos(kx). Como

d2ψII/dx
2 = −k2[A sin(kx) +B cos(kx)] = −k2ψII obtemos

~2

2m
k2ψII(x) = EψII(x) =⇒ k2 =

2mE

~2
=⇒ k =

√
2mE

~
.

Na região III, a equação de Schrödinger é dada por

− ~2

2m

d2ψIII(x)

dx2
+ U0ψIII(x) = EψIII(x),

cuja solução é a função de onda ψIII = Ce−βx obedece a equação. Como d2ψIII/dx
2 =

β2Ce−βx = β2ψIII obtemos

~2

2m
β2ψIII = (U0 − E)ψIII(x) =⇒ β2 =

2m(U0 − E)

~2
=⇒ β =

√
2m(U0 − E)

~
.

(b) As condições de contorno são as seguintes:

ψI(0) = ψII(0)⇐⇒ B = 0;

ψII(a) = ψIII(a)⇐⇒ A sin(ka) +B cos(ka) = Ce−βa;

dψII(x)

dx

∣∣∣∣
a

=
dψIII(x)

dx

∣∣∣∣
a

⇐⇒ k[A cos(ka)−B sin(ka)] = −βCe−βa.

(c) A probabilidade de encontrar a função na região III é

PIII =

∞∫
a

C2e−2βxdx = −C
2

2β
e−2βx

∣∣∣∣∞
a

=⇒ PIII =
C2

2β
e−2βa ,

onde C foi calculado no item (b).
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	Questão 3

Considere a seguinte função de onda do elétron no átomo de hidrogênio dada por

ψ(r, θ, φ) = Ce−r/a0 ,

onde a0 é o raio de Bohr e C é uma constante real.

(a) (1,0 ponto) Calcule a distância, medida a partir do centro do núcleo, onde a prob-

abilidade radial de encontrar o elétron é máxima.

(b) (1,5 ponto) Calcule a constante C e valor médio de r neste estado.

(c) (0,5 ponto) Quais são os números quânticos associados ao estado do elétron corre-

spondente à função de onda acima. Obtenha o módulo do momento angular orbital

L.
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�� ��Solução da questão 3

(a) Usando o elemento de volume em coordenadas esféricas e tendo em vista que a

função de onda não depende de θ e φ, a densidade de probabilidade radial P (r) de

encontrarmos o elétron a uma distância r é dada por

P (r) = 4πr2|ψ|2 = 4πC2e−2r/a0r2.

A posição r̃ em que P (r) é máxima é obtida derivando a expressão acima de forma

que
dP (r)

dr
|r=r̃ = (1− r̃

a0
)e−2r̃/a02r̃ = 0 e portanto r̃ = a0.

(b) Podemos encontrar a constante de normalização utilizando a mudança de variável

x = 2r/a0 de forma que

4πC2
(a0

2

)3 ∫ ∞
0

e−xx2dx = 4πC2
(a0

2

)3
2 = πa30C

2 = 1 =⇒ C =

√
1

πa30
.

O valor médio de r é

〈r〉 =

∫ ∞
0

r|ψ|2dV =
4

a30

∫ ∞
0

e−2r/a0r3dr.

Utilizando novamente a mudança de variável x = 2r/a0, teremos

〈r〉 =
a0
4

∫ ∞
0

e−xx3dx =
a0
4

6 = 1,5 a0.

(c) A função de onda acima corresponde à n = 1 e consequentemente ` = 0, m` =

0 (estado 1s). Como elétrons possuem spin 1/2, o número quântico associado à

componente z do spin pode ser ms = 1/2 ou −1/2. O módulo do momento angular

orbital é L =
√
`(`+ 1)~ = 0, uma vez que ` = 0.
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Formulário

~ = 7× 10−34J·s, 1eV = 1, 6× 10−19J, ∆x∆px ≥
~
2
, ~ = h/(2π),

L =
√
`(`+ 1) ~, Lz = m` ~, S =

√
s(s+ 1) ~, Sz = ms ~,∫

sen 2(ax)dx =
x

2
− sen (2ax)

4a
.∫∞

0
xne−xdx = n!,

∫∞
−∞ e

−αx2dx =
√
π α−1/2,

∫∞
−∞ x

2e−αx
2
dx =

1

2

√
π α−3/2.

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = Eψ(x), dV = dxdydz, dV = r2 sin θdrdθdφ,
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